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“Algunas cosas que una vez para mi fueron reales, son ahora, aunque no equivocadas, menos reales”.
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Resumen. El proposito de este articulo es mostrar al matematico de profesion y al profesor de
matematicas, como la educacion matematica es también un tipo de matematicas. El asociar aqui, la
representacion de los niimeros naturales a polinomios de una variable, nos va a permitir el uso de una
parte de la maquinaria algebraica para el estudio y justificacion razonables de los algoritmos de las cuatro
operaciones y ademas, va ayudar a una mejor comprension de las propiedades de los nimeros.
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Abstract. The purpose of this paper is exposition, exposition intended to convince the professional
mathematician and the mathematics educator that mathematics education is also mathematics. The
association of number representation to one variable polynomials, let us to use a part of algebraic
machinery to the study of basic algorithms related to elementary operations with numbers, and it would
help us to a better comprehension of abstract number properties.
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1. Introduccidn

Una de las razones que origind la aparicion de la Escuela Bourbaki en los afios treinta
del siglo pasado fue el deseo de algunos matematicos franceses liderados por André
Weil, de llevar al aula de clase los avances de las matematicas en los cincuenta afios
previos a la irrupcion de la II guerra mundial’. Entre estos avances matematicos
mencionemos, la aparicion de los espacios abstractos, la teoria de integracion, el analisis
matematico, el algebra abstracta y la topologia. La inclusion de estos temas en la

! Esta exposicion aglutina porciones de otros trabajos sobre el mismo tema, en particular el articulo
Aritmética es mas que simple logistica, que aparece en: www.matematicasyfilosofiaenelaula.info , y
forma parte de las exposiciones presentadas en el posgrado de Educacion de la Universidad del Quindio,
en el primer semestre de 2010.

? Frases tomadas de la resefia hecha por A. Alexander del libro editado por Chandler Davis, et al. The
Shape of Content: Writing in Mathematics and Science. American Mathematical Monthly. Vol. 117, No.
1. January 2010. Page 94.

3 Weil, A. The Apprenticeship of a Mathematician. Birkhéuser. Boston. 1992. Pag. 100.




educacion universitaria en Francia hizo que las matematicas del curriculo de secundaria
también cambiara dando origen a lo que daria en llamarse Matematica Moderna, un
modelo de ensefianza donde primé una metodologia basada en el formalismo y el
estructuralismo. Con el recurso de la teoria de conjuntos se invadié todo el espectro de
la ensefianza de las matematicas desde el pre-kinder a la universidad. Este modelo de
ensefianza logrd tener gran aceptacion, no solo en Francia, también en Hispano América
y en Estados Unidos. El modelo fracasé y hoy, después de ensayar una especie de vuelta
a lo que basicamente se ensefiaba antes de la matemdtica moderna, se entroniza en
Estados Unidos, Colombia y Portugal, hasta donde sé, un curriculo fundamentado en
principios y estandares®, cuya efectividad y aceptacion han sido muy cuestionadas.

En este articulo buscamos fundamentar los algoritmos de las cuatro operaciones con el
recurso de los polinomios de una sola variable. No abogamos aqui por la desaparicion
de la aritmética de papel y lapiz como actualmente lo hace un grupo de educadores
matematicos®. Creo, al contrario, que debemos fortalecer la ensefianza de la aritmética
de papel y lapiz con un enfoque centrado en la racionalidad de sus algoritmos, y con un
estilo diferente al clasico, aquel que se basaba en la ensefianza memoristica de
procedimientos rutinarios, ya rebasados por las calculadoras y el computador.

Las guerra matematica que hoy se libra en el ambiente educativo de Estados Unidos en
relacion con el curriculo para la ensefianza de las matematicas, me recuerda la
separacion dada al interior de la escuela pitagorica (siglos VI a IV A. C.) entre la
Aritmética y la Logistica. Para empezar, la logistica, era en el ambiente matematico
griego, el arte practico del calculo numérico, mientras que la aritmética, tenida en alta
estima, correspondia al estudio de los nimeros y sus propiedades abstractas.

La logistica, considerada un arte menor, comprendia la ensefanza de las reglas y
procedimientos del calculo numérico, que los miembros de la escuela ofrecian al
ciudadano corriente para sus actividades comerciales o mercantiles. Los pitagdricos
instruian a los comerciantes en el manejo de las tablas de sumar y multiplicar, pero su
construccion era privativa de los miembros de la escuela. La elaboracion de las tablas y
la razdn de ser de los algoritmos para realizar las operaciones presumia un conocimiento
de la aritmética, que so6lo se aprendia en el seno de la escuela pitagérica. Ese monopolio
del conocimiento matematico por parte de los pitagoricos fue una de las caracteristicas
que los hicieron famosos.

Después de mas de dos mil afios de venir ensefiando esencialmente logistica en las
escuelas se viene a polemizar sobre la conveniencia o no de introducir el uso de la
calculadora y el computador. Visto el problema en una perspectiva historica, estas
posiciones se debaten desde la edad media cuando aparecieron los métodos algoritmicos
traidos por los arabes a occidente, esta confrontacion se dio entre abacistas o defensores
de la permanencia del abaco y los algoristas que promovian la ensefianza algoritmica de
la aritmética en la escuela. Hoy, un bando promueve la vuelta al dbaco moderno, que
corresponderia al uso de la calculadora o el computador, como medios de ensefiar la
aritmética operativa a los nifios. Lo interesante del asunto es que si se analiza las
posiciones de cada uno de los frentes bélicos en la guerra matematica, uno descubre que
el trasfondo del asunto reposa en la disyuntiva de si se debe o no recurrir a los

* National Council of Teachers of Mathematics. Principles and Standards for School Mathematics.
NCTM, Reston, Va. 2000.
> Ver: Ralston, A., Let’s Abolish Pencil-and-Paper Arithmetic: http://www.doc.ic.ac.uk/~ar9/abolpub.htm




instrumentos modernos de céalculo en el salon de clase. Si se asume que las matematicas
tienen sélo un carécter utilitario, se llega a la conclusion que las dos posiciones tienen el
mismo efecto: convertir al nifio en un eslabon mas de una cadena de ciudadanos
carentes de capacidad de reflexion y de andlisis en lo que a matematicas se refiere. De
tener que decidir por una de las dos opciones, creo que deberiamos optar por la primera,
pues el tiempo que nos ahorra el computador o la calculadora en la practica de las
rutinas de las cuatro operaciones, lo podriamos aprovechar para ensefiar a los nifios la
verdadera aritmética: el arte de descubrir y entender las propiedades que se ocultan en
los nimeros naturales primero, y luego hacer lo propio con las propiedades de los
numeros reales.

Una frustracion que el egresado de una licenciatura en matematicas experimenta cuando
empieza su carrera como docente, es el hecho que los conocimientos avanzados de
matematicas adquiridos en la universidad, no tienen cabida en la practica pedagogica en
escuelas o colegios. Este deslinde entre lo que se aprende y lo que se ensefia tiene que
terminar si queremos que, la educacioén no se convierta en rutina que pasa de generacion
en generacion.

2. El lenguaje filosofico en la escuela

El lenguaje matematico es uno de los mayores avances en el progreso cientifico
humano. Para lograrlo ha sido menester el trabajo de muchisimas generaciones de
aplicados maestros de las matematicas, desde el tiempo de Hammurabi hasta por lo
menos la monumental obra de Leonhard Euler en el siglo XVIII. El lenguaje
matemético como todos los lenguajes’ tiene su vocabulario y su sintaxis; el primero
incluye los simbolos y la segunda corresponde a las reglas para disponer
apropiadamente de los simbolos en el contexto del discurso matematico.

El lenguaje filosofico de otra parte, viene creciendo paralelamente con la cultura
humana y recorre todos los estratos del pensamiento, desde lo mas elemental a lo mas
complejo. El discurso filosoéfico, a diferencia del matematico, generalmente es asequible
a todos los seres humanos incluyendo los nifios. Para llegar al lenguaje matematico en la
infancia, lo mas apropiado es usar la via del lenguaje filosofico, al cual los nifios son
proclives desde la mas tierna edad. Este lenguaje se origina en la curiosidad natural por
conocer el mundo que les rodea y por el deseo de descubrir las razones que estan detrés
de los hechos que ante ellos aparecen. Todos estamos familiarizados con la continua
pregunta ;por qué?, la misma que el nifio nos formula a cada paso. Esas preguntas y sus
respuestas son las que, de un lado, van a enriquecer la capacidad para explicarse
racionalmente los fenomenos a su alrededor y de otro lado van a afianzar su capacidad
de andlisis en relacion con los problemas que enfrenta a medida que crece fisica y
mentalmente.

A lo largo de este trabajo esperamos mostrar como se puede llegar a la aritmética y asi
al lenguaje matematico a través del recurso del lenguaje filosofico que se desarrolla en

% Ver mis notas de Epistemologia de las Matematicas, especialmente David Hilbert y el Formalismo, en:
www.matematicasyfilosofiaenelaula.info.




los primeros afios de la infancia. Para empezar aceptemos,” que el nifio viene con una
predisposicion a reconocer y a abstraer el concepto de nimero, en particular a reconocer
el sentido de la pregunta ;cuantos?, y su consecuente respuesta. Antes de los dos afios,
el nifo discrimina ya, una gran variedad de objetos y reconoce cosas, con iguales o
similares caracteristicas. El distinguir el objeto de su preferencia entre muchos, muestra
que el nifio ya captura la nocion de unidad, de una parte y la nocion de diversidad de
otra. En estas amplias categorias de unidad y diversidad (las partes versus el todo) es
donde se empieza a discernir la existencia del concepto abstracto de nimero, quiza
(aunque discutible) primero, el concepto de niimero natural y luego el concepto de
numero real.

Dije que la prioridad en la aparicion de los conceptos de numero natural y de numero
real en el nifo es discutible, por cuanto que, la nocién de nimero puede también
relacionarse con las ideas de orden, de longitud, de tamafio, de tiempo, etc., pues
preguntas como: ;Quién estd adelante?, ;Cudl es mas largo?, ;Qué es mas grande?,
(Qué hora es?, ;Qué tarda mas?, etc., tienen respuesta en los nimeros reales y no
necesariamente en los numeros naturales. La posibilidad de considerar a los nimeros
reales como una nocién recibida, digamos genéticamente, puede permitir introducir un
curriculo diferente al tradicional que empieza con el nimero natural. Este es el caso del
modelo de Davidov, discutido en otros articulos®, que empieza con los nameros reales
para seguir luego con los nimeros naturales.

El mecanismo de aprendizaje involucrado en el proceso pregunta-respuesta, tipico en el
periodo de la infancia, conlleva un lenguaje aprendido en las primeras etapas de
desarrollo mental entre cero y dos afios. Es al lenguaje involucrado en este proceso al
que me referiré aqui como lenguaje filoso6fico. Veremos como este lenguaje coadyuva a
fijar el concepto de nimero en términos de un lenguaje nuevo para el nifio, al que me
referiré en adelante como lenguaje matematico.

Empecemos por afirmar que, el lenguaje coloquial de las palabras, a través de las cuales
nos comunicamos con el nifio tiene un significado, y la semantica que ¢l origina no es
de ninguna manera uniforme en el nifio y en el adulto. Para un infante la palabra “dos”,
no es mas que un golpe de voz que el distingue de “tres” por su sonoridad distinta y no
propiamente porque las palabras correspondan a niimeros distintos. El lenguaje escrito
va a acercarlo un poco mas a establecer la diferencia conceptual entre 2 y 3, por
ejemplo, aunque aun no podamos afirmar que ¢l distinga estos dos simbolos como
representacion de dos entes abstractos: los nimeros dos y tres.

Las matematicas, y en particular la aritmética; aqui entendida en su sentido amplio de
las operaciones, las aplicaciones y las propiedades abstractas de los nimeros, estudiadas
en lo que se conoce como teoria de nimeros, usa un lenguaje escrito muy peculiar: una
combinacion de lenguaje filoséfico y lenguaje simbdlico caracteristico, que en general
no es asequible al comun de la gente. Este lenguaje matematico escrito hay que
ensefiarlo al nifio desde los primeros afios. Desde la Edad Media y en gran medida por

7 Ver: Devlin, K. The Math Gene. How Mathematical Thinking Evolved and Why Numbers are like
Gossip. Basic Books. Great Britain. 2000

¥ En “Devlin’s Angle”, la columna de Keith Devlin en la Pagina Web de la MAA hay algunos articulos
que tocan este tema. En la seccion “Filosofia” de mi pagina Web:
www.matematicasyfilosofiaenelaula.info vengo traduciendo la columna de Devlin con el nombre “En el
Angulo de Devlin”




la penetracion de la cultura arabe en Europa, se hizo popular el sistema decimal
posicional. Por su equilibrado balance entre el nimero de sus simbolos y sus reglas de
posicion y orden, adquiri6 una universalidad rayana en la exclusion de otras
posibilidades. Lo mas valioso en el sistema, no es ni su simbologia, ni aun el numero de
elementos basicos para la escritura de los nimeros, sino el orden que esta implicito en la
escritura de los simbolos. Usted podria decir que ocurre lo mismo en las palabras
escritas: si cambia el orden a las letras de una palabra, ésta puede significar otra cosa o
no significar nada, pero no es asi en los numeros, el orden en que estan dispuestos los
simbolos en la representacion de un numero es precisamente lo que identifica la
representacion de un nimero; si el orden cambia encontramos otro numero. Haremos
clara esta idea en la siguiente seccion.

3. El Orden de las Partes con relacion al Todo

El lenguaje matematico empieza con un corto alfabeto bésico. Ese alfabeto esta
constituido por elementos simples que llamaremos cifras’; para el caso universalmente
aceptado como sistema decimal, éste contiene los simbolos: 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,y, 0.
Estos simbolos se disponen, en la escritura occidental de izquierda a derecha para
configurar lo que en tiempos pasados se decia un guarismo'® o como decimos hoy un
numeral. El numeral es una entidad que representa un nimero a través del lenguaje
escogido de los simbolos escritos y del orden que este mismo lenguaje asigna a las
partes con respecto al todo.

El orden (el que permanece inalterable) da un valor relativo a las cifras segun la
posicion que ocupen en el numeral. Por ejemplo, en el numeral 7342, correspondiente al
numero siete mil trescientos cuarenta y dos, el orden asigna a 7, al encabezar la escritura
del numeral de izquierda a derecha, el valor relativo de siete mil,. Andlogamente 3
representa en este numeral trescientos, como 4 representa cuarenta; mientras que 2
representa las unidades simples es decir al numero dos. Ese orden en que escribimos de
izquierda a derecha va en contravia con respecto al valor relativo de las cifras. Es decir,
el valor de las cifras disminuye cuando vamos de izquierda a derecha y aumenta en
sentido contrario. Seria mas facil (al menos para la mente del nifio) leer el nimero
anterior como 2 unidades, 4 decenas, 3 centenas y 7 millares, en el caso que estuviera
escrito como 2437. Probablemente esta forma de escribir los nimeros la hayamos
heredado de la escritura arabe que se hace de derecha a izquierda.

Pero bien. Ya tenemos claro que las cifras toman su valor seglin el orden que ocupan en
el numeral. Ese sentido de orden es fundamental en los sistemas numéricos
posicionales. Uno de estos sistemas, como dijimos, es el decimal, heredado de la cultura
hindu-ardbiga que lleg6 a Europa entre los siglos VIII y IX y se ha mantenido desde
entonces como el tnico sistema numérico de uso universal. Cabe preguntarse el motivo
o el porqué de la escogencia de diez y no de otro nimero como base para un sistema

? La palabra cifra se origina en el término arabe sifr, traducido del hinda sunya que significaba
“desocupado o vacio”. De alli también se deriva la palabra cero.

' El término se origina en las traducciones al latin de las obras de Al-Kuarizmi durante la edad media,
donde aparecia reiterativamente la frase: Algoritmi dixit (Al-Kuarizmi dijo). De alli también viene la
palabra algoritmo, que significa en matematicas un proceso de un niimero finito de pasos que conduce a
un resultado.



numérico universal. No conocemos respuesta que satisfaga en absoluto la inquietud del
matematico. Posiblemente el nimero diez se escogiod porque nuestras manos tienen diez
dedos o porque las cifras no son demasiadas, ni dificiles de escribir o porque con esas
cifras se escriben numeros muy grandes o muy pequefios o en fin por otras
consideraciones menores de estética o comodidad. Sin embargo por razones de
comodidad y de economia de pensamiento habria sido mas apropiado escoger al nimero
dos como base de un sistema numérico universal.

Al escribir un numeral en una sucesion de espacios desocupados: “LILI...[1” cabe
preguntarse dos cosas. Primero, ;Cudntos espacios desocupados aparecen? Y segundo
con que llenar esos espacios desocupados. La respuesta a la primera pregunta nos dira la
magnitud del nimero representado por ese numeral. La respuesta a la segunda, nos da
informacion sobre la base del sistema que vamos a emplear. A las preguntas anteriores
hay que agregar otra relacionada con un simbolo que nos informe, cuando sea el caso, si
en el numeral hay, uno o varios lugares desocupados, es decir, algo que indique la
ausencia de cifras significativas de determinado orden en esos lugares. Ese papel de
sefalador o indicador de espacios desocupados lo desempefia el numeral que
simbolizamos por 0. Asi por ejemplo, cuando escribo en sistema decimal el nimero 100
estoy diciendo que en el lugar, de las decenas y de las unidades no hay cifras
significativas distintas de cero. El simbolo 0 juega entonces dos roles: el mencionado de
representar lugares desocupados y el de ser el simbolo para el cardinal o nimero de
elementos del conjunto vacio.

4. Lo que existe detras de la Representacion Numerica

Cuando uno ve la inocente figura de un numero representado en un lenguaje numérico
dado, no alcanza a imaginar el acervo informativo que subyace detras de esa sucesion
de cifras. Los parrafos anteriores describen en lenguaje filoséfico parte de la riqueza que
esa representacion encierra, como es el orden, las cifras y el papel del cero. Sin embargo
hay mucho més que va a lindar con partes avanzadas de las matematicas y con el
lenguaje matematico que normalmente se mantiene oculto al estudiante de las
matematicas elementales de K-8. '' En otros articulos he puesto de presente
explicitamente estas conexiones'’. Aqui voy tocar el tema de los polinomios y su
introduccion en los primeros grados de la ensefianza de las matemadticas en la escuela
elemental a través de lenguaje filosofico, inmerso, desde luego, en el espiritu central de
este articulo.

Estd en la practica humana del contar, ya por razones nemotécnicas, ya por
conveniencia para recontar y rectificar, el hacer paquetes con unidades simples. Asi por
ejemplo, contamos las cosas en pares, en cuartetos, en sextetos, en decenas, docenas,
etc. Esa forma casi innata de facilitar el conteo estd detras de la representacion de los

" Acrénimo para denotar el curriculo desde pre-Kinder al grado 8 de la formacion basica en Estados
Unidos y Gran Bretafia.

12 Este tema fue tratado en: Del Bit a las Wavelets. Hacia un Radical Cambio en la Ensefianza de las
Matematicas, que puede leerse en:
http://www.matematicasyfilosofiaenelaula.info/conferencias/Del%20Bit%20a%20las%20Wavelets%20X
VII%20CNM%20-%20CALILpdf




nimeros con numerales expresados en bases numéricas posicionales. Cuando estamos
contando en base diez, por ejemplo, empezamos por unidades simples como, uno, dos, y
seguimos hasta nueve. Al llegar a diez lo que realmente hacemos es acopiar un paquete
o porcion de diez unidades. Esa porciéon nos servird de medida. Para denotarla
recurrimos por primera vez a una combinacion de dos cifras, la primera que demarca la
porcion, en este caso 1 y en segundo lugar cero para denotar la no aparicion de unidades
simples. Asi, diez aparece representado por el numeral 10: un paquete (de diez) y cero
unidades simples. De alli en adelante seguimos contando por paquetes y unidades
simples. Decimos, por ejemplo, tres paquetes y tres unidades y lo representamos por 33;
ocho paquetes y nueve unidades y lo representamos como 8§9.

Esto de contar por unidades primero y luego por paquetes, tiene una larga historia. Entre
los archivos escritos mas antiguos en esta materia, figura la notacion jeroglifica egipcia
y la escritura cuneiforme babilonia de hace més de tres milenios. Mientras los egipcios
agrupaban en paquetes de diez, los babilonios lo hacian en paquetes de diez y sesenta.
Los astronomos babilonios dividieron la hora en sesenta minutos y el minuto en sesenta
segundos, también la medida angular siguié ese mismo patron donde el grado se
segmenta en sesenta minutos y el minuto en sesenta segundos. Aun hoy es comun ver
en el comercio, agrupar en paquetes de docena y luego en paquetes de una gruesa, es
decir, de doce docenas.

La cultura mas antigua y vigente aun, es la cultura china. En esa cultura la forma
vertical de escribir los numeros siguié un patrén decimal, en el sentido de contar por
paquetes de diez primero, luego por paquetes de cien y asi sucesivamente'’. También
las matematicas hindies tomaron a diez como patron de medida para los paquetes.
Histéricamente nuestro sistema decimal tiene sus origenes en esas antiguas culturas.
Agreguemos que la cultura china ademdas del sistema decimal, nos muestra lo que
podriamos llamar los precursores del sistema binario; primero, a través de la filosofia
taoista del yin y del yang, donde los opuestos juegan un rol importante en la
interpretacion del mundo, y segundo, en los hexagramas que aparecen en el | Ching'?,
cuyo numero depende de las permutaciones resultantes de dos opciones (yin o yang) en
seis posiciones diferentes.

Los numeros son entidades abstractas que no podemos ni ver ni palpar, son producto de
la abstraccion de nuestro intelecto, que permiten, sin embargo, ser representadas por
simbolos. Esa representacion a través de numerales o figuras escritas no es unica y por
lo tanto va a depender de una convencion cultural, como ocurre con la notacion decimal
que hoy usamos. Podriamos representar los numeros en otras formas, como es el caso
de la notacion romana que aun se usa ocasionalmente, pero que carece de las ventajas de
los sistemas posicionales, en los que, la representacion de un numero es realmente
unica.

B Ver: Eves, H. An introduction to the History of Mathematics. 4™ Edition. Holt, Reinhart and Winston.
New York. 1976. Pag. 14.

' Para una buena traduccion de este clasico de la filosofia china ver: Wilhelm, R. | Ching. El Libro de las
Mutaciones. EDHASA. Barcelona. 1979. En la pagina 398 aparece la representacion del Lo Shu, un
cuadrado magico de orden tres en el que se combinan los trigramas y los primeros niimeros pares e
impares asociados a categorias filos6ficas como: los puntos cardinales, los colores, las cuatro estaciones,
etc. Leibniz hizo un estudio detallado de los hexagramas que lo condujo a introducir el sistema binario.
Mas detalles de los trabajos de Leibniz en este sentido se encuentran en mi articulo: El Poder del Dos que
aparece en:
http://www.matematicasyfilosofiaenelaula.info/conferencias/E1%20poder%20del%20Dos2.pdf




Volvamos a la representacion de un nimero en forma de suma de paquetes de distinto
tamafio o dimension, por ejemplo, usando paquetes de diez, de cien, de mil unidades,
etc. Estos paquetes en un sistema numérico posicional no son arbitrarios, por el
contrario llevan un orden de menor a mayor donde el paquete siguiente a uno dado
siempre es un multiplo del anterior. En el sistema decimal la centena es diez veces la
decena, el millar diez veces la centena y asi sucesivamente. Estos paquetes empiezan en
las unidades simples que llamaremos aqui de dimensién cero. En el sistema decimal
estos paquetes de dimension cero los denotamos por 10°, los paquetes de dimension
uno, como 10" y asi progresando los exponentes de uno en uno. Esta notacion que en el
lenguaje matematico se llama notacion exponencial tiene sus ventajas por cuanto
simplifica la escritura de la iteracion de las multiplicaciones sucesivas y porque las
propiedades de la potenciacion facilita ciertas operaciones. Entendamos por ahora que si
nos referimos a potencias de un numero X, nos estamos refiriendo a expresiones del tipo
x!, donde tanto X como j son enteros positivos y j puede ser cero para el paquete de

dimension cero mencionado antes. Entonces cuando se escoge un X, los paquetes en los

sistemas numéricos posicionales vendran sucesivamente en tamafios x°, x',..., X",

donde n indica el mayor exponente o la mayor de las dimensiones de los paquetes.

5. La forma estandar de ver los nidmeros

Cuando sumamos diversas cantidades de paquetes de distinta dimension uno puede
hacerlo simbdlicamente del mismo modo que lo hacemos en algebra, a través de
polinomios. Los polinomios como los vamos a entender aqui son expresiones
algebraicas formadas por sumas y productos. Lo que buscamos aqui es, asociar la
representacion de un numero a cierto tipo de polinomios; exactamente a los compuestos
por sumas de paquetes de distinta dimension o tamafio. Formalmente estos polinomios
de una variable X a los que nos referimos, son expresiones que simbdlicamente se
representan asi:

j=n _
PX)=ax" +a,_x""+.. +ax" = >a x". (*)
=0

Un polinomio es entonces un agregado de (n + 1) términos de (n + 1) tamafos;
especificamente: a, paquetes de tamafio X" mas a, , paquetes de tamafio X" y asi
sumando paquetes cada vez de menor tamafio hasta llegar a a, paquetes de tamafio Xx°,

que hemos dicho son las unidades simples. La expresion (*) seglin las condiciones que
hemos impuesto vale para valores enteros positivos X, distintos de uno y para enteros no
negativos en el caso de los @;. Sin embargo para nuestros objetivos tenemos que

restringirnos al caso donde 0 < &;< X. Este nimero X se llama la base del sistema

numérico. Los polinomios que estudiamos en el dlgebra elemental pueden desde luego,
tomar valores arbitrarios en los niumeros reales, tanto en los coeficientes como en la
variable X.

La forma de escribir un polinomio como aparece a la derecha de (*) evita los puntos
suspensivos y facilita en ciertos casos el manejo de operaciones con polinomios como



se vera mas adelante. Lo que venimos llamando paquete de dimension j, esto es, x!,
corresponde exactamente a la potencia j-ésima de X, es decir, a X tomado j veces como
factor. Al interpretar el numero 25847 como dos paquetes de diez mil unidades mas
cinco paquetes de mil unidades, mas ocho paquetes de cien unidades, mas cuatro
paquetes de diez unidades mas siete unidades simples o de tamafio X°, estamos
simbolicamente refiriéndonos al polinomio

=4 _
P(x) = 2x* + 5x>+ 8x> + 4x'+ 7x° = Za4_jx4", donde, para nuestro caso, X vale 10
i—0

y los coeficientes a,_; toman sucesivamente los valores 2, 5, 8,4y 7.

Las consideraciones anteriores nos permiten afirmar que con cada nimero esta asociado
un polinomio y esta asociacién es Unica en el sentido de que las cifras del nimero
univocamente determinan el polinomio asociado a €l. De otro lado los polinomios hasta
aqui vistos se caracterizan por tener sus exponentes ordenados de mayor a menor hasta
llegar a cero. En general dos polinomios de igual grado son iguales siempre que los
coeficientes en su orden sean iguales. Simbolicamente,

j=n ) j=n )

P(x) = Zan_jxn"z QXx) = an_jxn_‘, siempre que, a, ;= b, ;, para cada j =
=0 =0

0,1,...,n.

Diremos entonces que dos polinomios de una variable X son iguales si y solamente si,
sus coeficientes en su orden son iguales. Esta caracterizacion de los polinomios de una
variable es muy util en gran variedad de aplicaciones.

6. Polinomios y operaciones definidas en ellos

Los polinomios de grado n, aqui descritos, pueden sumarse, restarse, multiplicarse y
dividirse usando reglas mas sencillas que las andlogas para los numeros. Por ejemplo la
suma y la resta de dos polinomios es el polinomio formado por la suma o la resta de los
respectivos coeficientes en su orden de grado. Sin embargo cuando los asociamos a la
representacion numérica se debe tener en cuenta que las operaciones se hacen en la base
en que los coeficientes estan representados. Es decir, si la representacion es decimal la
suma estd definida de acuerdo a las tablas de sumar y multiplicar decimales y se debe
ajustar el polinomio final a la forma estandar; los @, son digitos del sistema y el

polinomio resultante puede cambiar de grado. Tomemos el siguiente ejemplo para
niimeros representados en base decimal. En este caso, X = 10. Si P(x) = 2x* + 5x°+
8x* + 4x'+ 7x°, y, Q(X) = 9x* + 6x’+ 8x*> + 7x'+ 7x°, la suma sera:

P(X) + Q(X) = (2x* + 5x’+ 8x> + 4x'+ 7x°) + (9x* + 6x’+ 8x> + 7x'+ 7x") = 11x*
+ 113+ 16x* + 11Ix'+ 14x° = 10+Dx* + 10+DX’+10+6)x* + (10+1D)x'+
10+ 4)x° = (X+Dx* + (X+DX’+ (X+6)x* + (X +Dx'+ (x+4)x° = 1x° +1x* + 1x* +
X+ DCH6XT + 17 + IX'+ IX' +4x° = 17 + 2x* + 2x° + 7x° + 2x"+4%°.
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Todas las transformaciones y reducciones hechas en los renglones que anteceden son la
justificacion para lo que, en los algoritmos llamamos el proceso de llevar unidades de
un orden, al orden siguiente. Realmente lo que hacemos es sumar modulo 10, dejando el
resto en ese nivel y la unidad sobrante la adicionamos a las unidades del orden
inmediatamente superior.'’

Si damos a las X's por sobreentendidas, y omitimos lo signos + dentro de los paréntesis,
el proceso se reduce a dos lineas:

P(X) + QX) »=1(2,5,8,4,7)+(9,6,8,7,7)) == (11,11, 16, 11, 14) ) —= (10+1,
10+1, 10+6, 10+1, 10+4) ) —»= (1, 2, 2, 7, 2, 4). Donde el simbolo “—=" estd para
significar el cambio de representacion

Lo anterior es el transvase del lenguaje filoséfico de la adicion de paquetes ordenados al
lenguaje matemdtico de los polinomios y de éste, al proceso simplificado en el
algoritmo:

25847
196877
122724

Con el uso de los polinomios podemos justificar y explicitar las razones en las que se
fundamentan los algoritmos de la suma y las demdas operaciones elementales de las
matematicas.

Al comienzo sosteniamos que la escogencia del nimero diez como base para representar
los nimeros es completamente arbitraria y que la base mas simple y facil de aprender es
la base binaria en la que dos elementos son suficientes para representar todos los
numeros. Y no soélo los nimeros naturales, también la totalidad de niimeros reales,
incluyendo los irracionales, supuesto que podemos prolongar las expansiones de digitos
al infinito.

7. Dos es suficiente

En El Poder del Dos y Del Bit a las Wavelets'® se muestra como, con los digitos 0 y 1,
es posible desarrollar toda la aritmética de las cuatro operaciones y mucho mas. Por
ejemplo, hacer teoria de numeros, acceder a la teoria de probabilidades y hasta
introducir las Wavelets. Aqui estudiamos la representacion de los numeros en forma
polinébmica, las cuatro operaciones elementales asociadas a las correspondientes
operaciones en polinomios y de paso justificamos los algoritmos de la aritmética
elemental en forma razonada.

"% Este proceso de “llevar” unidades de un orden al siguiente por elemental que parezca tiene una gran
significancia en matematicas avanzadas y especificamente en teoria de probabilidades. El
comportamiento de este proceso puede verse como una cadena de Markov, con espacio de transicion en
{0, 1,..., 9}. Un articulo reciente (Noviembre de 2009) muestra esta conexion. Ver: Diaconis, P., et al.
Carries, Shuffling, and An Amazing Matrix. The American Mathematical Monthly. Vol. 116. No. 9.

' Ver estos articulos en mi pagina Web: www.matematicasyfilosofiaenelaula.info
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Cuando nos referiamos a la representacion de un numero como un agregado de paquetes
de diferente tamafo, significAbamos que un namero natural corresponde a una
asociacion con el conteo 0, 1, 2, 3, etc., y ese conteo desde la Edad Media lo venimos
haciendo en base decimal, es decir, usando la metafora de los paquetes en base decimal.
Sin embargo es mucho mas fécil hacerlo usando base binaria, donde el conteo sigue el
mismo patrdn del reciclaje de las cifras 0 y 1, en el siguiente orden:

0, 1, 10,11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111, etc.
o, 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, etc.

Mientras en la segunda fila usamos paquetes decimales, en la primera fila usamos
paquetes binarios. Por ejemplo, en sistema binario el numeral 1111 corresponde de
derecha a izquierda, a una unidad simple més un par, mads una cuadrupla, méas una
octupla, lo que representa: 1x2° + 1x2* + Ix2' +1 x2°=1+2+4+8=15.El
proceso de interpretar el numeral en términos de las potencias de base dos, da un
método para convertir numerales binarios a numerales de base diez. En general, si
tenemos un numero b en base binaria, su equivalente en base decimal se encuentra
segun la férmula:

j=n _
b=>b_;2" = b x2"+ ...+ b,x2%+ b x2" + b, x2°.
i=0

Donde los b; son digitos 0 6 1 y la suma de la derecha se hace en base diez.

Usando como base al numero dos vamos a lograr reglas muy simples para calcular la
suma iterada de potencias de dos. Por ejemplo:

I x2%+1x2"+1x2> +1x2 + ...+ 1x2""'=2"—1,donden=1,2, ...

Esta formula se puede verificar'’ en el caso en que n = 4, vista arriba y cuyo valor es
15.

Llevar un numeral de base diez a base binaria es también simple. El proceso consiste en
dividir el nimero sucesivamente por dos dejando los residuos de derecha a izquierda
hasta obtener un cociente de 1. Este ultimo cociente serd la primera cifra significativa
del numeral binario correspondiente al numeral decimal dado inicialmente. El proceso
se sustenta en el hecho de que buscamos reducir el niimero a suma de paquetes de
tamano cero, tamafo uno, tamafio dos, tamafio tres, etc.

Veamos, por ejemplo, como llevar el numeral decimal 234 a numeral binario. La
primera division por dos deja cociente 117 y residuo 0, aqui aparece el paquete de
tamafio cero; la segunda division da cociente 58 y da un residuo de 1, aqui aparece el
paquete de tamafio 1; la tercera division da un cociente de 29 y un residuo de O, con
cero paquetes de tamafio 2; la cuarta division da un cociente de 14 y residuo 1, para un
paquete de tamafio 4; y asi sucesivamente, la siguiente division produce un cociente de
7 y residuo 0; la siguiente da por cociente 3 y residuo 1; luego encontramos cociente 1 y

7 Una aplicacion de esta formula a una antigua leyenda referida al ajedrez se encuentra en mi articulo El
Poder del Dos y en Las mateméticas detras de las Pirdmides que pueden leerse en:
www.matematicasyfilosofiaenelaula.info.
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residuo 1. Aqui termina el proceso, dando la secuencia de los digitos del numeral en
base dos: 11101010. En la representacion del numeral, las cifras no nulas indican las
potencias de dos que intervienen en la suma cuando se trata de hallar el valor numérico
del numeral. En este ejemplo el nimero uno aparece en las potencias uno, tres, cinco,

seis y siete. El valor numérico del numeral llevado a base decimal es: 1x2"' + 1x 2’ +
1x2° +1x2° + 1x2" =2+ 8 +32 +64 + 128 = 234. Todo el proceso se puede
esquematizar como:

234
117
58
29
14
7
3
1

234= 1x2"+1x2° +1x2° +1x2° +1x 2’ =binario 11101010

—_— O = O = O

Los nimeros a la derecha de la vertical y el tltimo digito de la izquierda corresponden
a los digitos binarios del numero representado decimalmente como 234.

Los numeros expresados en sistema binario permiten hacer aritmética en forma facil y
sin esfuerzo por cuanto que las tablas de sumar y multiplicar en el sistema binario son
en extremo simples. Las dos tablas se pueden reducir al siguiente esquema:

+ Cero | Uno X Cero | Uno
Cero 0 1 Cero 0
Uno 1 10 Uno 0 1

Tablas para la suma y la multiplicacion en el sistema binario.

Los mismos algoritmos del sistema decimal aplican al sistema binario pero con la
ventaja de que la parte de memorizacion es mas simple. Veamos un ejemplo con su
equivalente decimal

11101010 234
X 111 X7
11101010 1638
11101010
11101010

11001100110 = 0x2° + 1x2" +1x 22 +0x 2> +0x2* + 1x2° +1x2° +
0x27 +0x2% +1x2°+1x2'"" =2+4+ 32+64+512+ 1024 =1638.

Al comparar los dos procedimientos se nota que en el sistema binario se emplea muchos
mas pasos que en el sistema decimal, eso en parte hace que el sistema decimal sea mas
ventajoso cuando se trata de aritmética de papel y lapiz. Sin embargo en materia de
memorizacion de los elementos basicos necesarios para multiplicar (tablas de la suma,
la multiplicacion y aprendizaje de reglas basicas) es mas facil hacerlo en el sistema
binario que en cualquier otro sistema. Es usando el sistema binario que el computador
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realiza las operaciones y para ¢€l, el nimero de pasos no tiene importancia mayor, ya
que, realiza millones de operaciones en una fraccién de segundo. Lo que si queremos
poner de presente es que usamos el sistema binario aqui para justificar los algoritmos de
las operaciones bésicas y no para sustituir los métodos tradicionales. Las operaciones y
los calculos aritméticos se los dejaremos a las calculadoras y al computador.

En el sistema decimal para multiplicar por 10 solamente se agrega un cero al otro factor
y se tiene el producto. En el sistema binario se sigue la misma regla agregando tantos
ceros como tenga la potencia de dos por la que se quiere multiplicar. Entre 1 y 99 para
el sistema decimal s6lo estd el 10 con esta propiedad. En sistema binario, en cambio,
aparece 10, 100, 1000, 10000, 100000 y 1000000, correspondientes a los valores
decimales de 2, 4, 8, 16, 32 y 64. Hay otras reglas sencillas para simplificar la
multiplicacion. Por ejemplo si se quiere multiplicar un nimero por un factor compuesto
solamente por 1’s, como 11, 111, 1111, etc., se agrega al otro factor tantos ceros y uno
mas, como unos haya, y al resultado se resta el factor inicial. Por ejemplo en la
multiplicacion de arriba, 11101010 x 111 = 11101010x(1000 - 1) = 11101010000 —
11101010 =11001100110.

8. Suma y Resta en Polinomios

Los polinomios que estudiamos aqui son los descritos en la seccion 5. Vimos arriba la
forma de sumar polinomios, aqui analizaremos la sustraccion de los mismos. Restar es
el proceso inverso a sumar. El algoritmo para la resta o sustraccion se sustenta, al igual
que para la suma, en la misma operacion en polinomios. Supongamos para ilustrar que,
en base dos queremos restar N =10010, de, m = 110010. Usando representacion
polindmica con X = 2, la sustraccion la podemos expresar como:

P(X) - Q(X) = (Ixx* + Ixx* + 0xxX’+ 0xx* + Ixx'+ 0xx°) — (Ixx* + Oxx’+
0x X + Ixx'+ 0xX")=1xx> + (Ixx' =1xx*) + (0xx’=0xx’) + (0x X*—0x x*) +
(Ixx'= Ixx") + (0xx’= 0xXx") = 1xX’> + OxX*+ Oxx* + Oxx* Oxx*+ Oxx'+
0x x° =100000.

La aparicion del numeral 10000 al final de la expresion anterior corresponde al valor
numérico en base dos del polinomio diferencia y esta asociado al nimero decimal 32 =
2°. En los polinomios a los que nos referimos, los ceros indican las potencias de dos
ausentes en la representacion numérica. Aqui la unica cifra significativa aparece en el
lugar de las unidades de orden cinco, todas las demas son cero. La sustraccion en este
caso se realiza en base dos, recordando, por ejemplo que en base 2, 10 — 1 =1y que en
general aplica la regla de transferencia de unidades de mayor orden al orden siguiente.

La verificacion de la resta se realiza por medio de la suma. Por ejemplo, 1000 — 11 =
101, significa que 1000 = 101 + 11. En efecto 101 + 11 = (1x2*+ 0x2'+ 1x2°) +
(1x2'+ 1x2°) = 1000. Puesto que aqui la aritmética es binaria, 1 + 1 = 10, lo que
indica que anotamos O y llevamos una unidad al siguiente nivel para obtener
nuevamente 10, anotando 0 y llevando otra unidad al siguiente nivel, que da de nuevo
10 y asi el resultado es 1000.
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En la sustraccion, el paso crucial ocurre cuando se sustrac de a;, b; sabiendo que b ;>

j
a ;. Este paso de llevar unidades negativas al nivel precedente es siempre para un nifio
un verdadero misterio. Desde esa temprana edad empieza la fobia a las matematicas por
cuanto que en los primeros afos, la mente del nifio se forma piramidalmente buscando
soporte para las cosas que el va acumulando en los estratos superiores de su pequefio
intelecto. Al no entender la razén de estos pasos aparentemente obvios para los
maestros, el nifio siente y se queda con el peso de la frustracion, y de su incapacidad
mental para entender el intringulis de la sustraccion.

Lo que buscamos con la metodologia de aproximacion a los numeros a través de los
polinomios, es convertir las operaciones elementales en procesos razonados y
entendibles, y que satisfagan la curiosidad innata del nifio y del adolescente que busca
soporte ldgico a todas sus acciones. El introducir el sistema binario en estas notas no
tiene el proposito de sustituir al sistema decimal, hoy convertido en sistema numérico
universal, sino mas bien, mostrar que el decimal es uno de tantos sistemas de
representar los nimeros y que en el sistema binario es mas facil explicar las operaciones
de la aritmética que en el sistema decimal. Es por su simplicidad que este sistema ha
sido implementado en los computadores y en la tecnologia actual de los celulares,
iPods, etc.

Cuando sustraemos 1 de 1000 en sistema decimal, la mente nos dice inmediatamente
que es 999. Pero si lo queremos hacer a través del algoritmo que aprendemos en la
escuela, tenemos que “pedirle prestado” al ultimo cero, 1 para formar 10. Pero, ;como
es que el cero presta uno, si el cero no contiene al uno? Y aqui viene la debacle del
maestro que no puede, con el recurso de lo que ha ensefiado, darle una explicacion al
nifio. Conociendo que los numeros se pueden expresar como polinomios, las razones
que justifican el “pedir prestado” aparecen naturalmente sin necesidad de hacer
malabares argumentativos. 1000 se puede expresar como polinomio asi: P(X) = 1x’+
0x*> + 0x'+ 0x°, con X =10. Pero 1x* =X x x> = 10xx*= 9 xx* + Ixx* =9 xx* +
10xX =9 xX* +9xx + X =9 xx* + 9xx'+ 10 xx’. En esta tltima expresion, al
cambiar a X por 10 obtenemos 1000. Escrito de este modo ya no es problema restar 1 de
P(x).

En efecto, 1000 — 1= 9 xx* +9xx'+ 10 xx" - 1=9 xx*> +9Oxx'+ 10 xx° - 1xx° =
9 xx* +9xx"+9 xx"=999.

En los primeros pasos en el parrafo de arriba, lo que hicimos fue lograr una
representacion del niimero que permitiera la sustraccion natural de cifras menores de
cifras mayores sin ninguna dificultad. Tomemos en seguida un ejemplo en sistema
binario, donde restaremos 11 de 100. Puesto que las cifras del minuendo son en general,
menores que las del sustraendo, daremos inicialmente una representacion de 100, que
permita la sustraccion en forma facil. Recordando que para el sistema binario X es 2, la
representacion polinomica de los numeros en cuestion es:

100 = 1xx* + 0xXx' + 0xx"= xxx" + Oxx' + 0xx’= 2xx' + Oxx' + 0xx"=
(1+D)xx" +0xx" +0xx’=1xx" + 1xx' +0xx"=1xx" +10xx".
11=1xx"+1xx°.
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Con esta representacion se hace sencilla la sustraccion.

100 — 11 =(Ixx" +10xx") = (Ixx' +1xx°)= (Ixx' =1xx")+10xx* — Ixx’ =
1.

En el proceso anterior hemos manejado lenguaje algebraico convencional que no ofrece
dificultad en la medida en que ensefiemos las reglas de sintaxis que este lenguaje exige.
Tras de todos estos procesos subyace un principio basico: la homogeneidad de los
sumandos. Con esta homogeneidad el nifio se familiariza desde sus primeros afios al
agregar normalmente cosas del mismo tipo para formar paquetes, que a su vez se
agregan para formar nuevos paquetes de mayor dimension. El lenguaje de los
polinomios es lo suficientemente flexible como para cambiar, un polinomio por otro sin
que sus valores se alteren, cosa que no podriamos hacer en la representacion numérica,
donde una cifra no puede tomar el mismo valor X que sustenta la base numérica.

9. Multiplicacion de polinomios

La multiplicacion de ntimeros es en verdad en extremo dificil, y la razéon de esa
dificultad radica en lo complejo que resulta multiplicar polinomios. En esencia, el
producto de polinomios resulta de multiplicar cada sumando del primer polinomio por
cada sumando del segundo, para posteriormente sumar todos esos resultados. Ilustremos
con la multiplicacion de dos polinomios asociados a dos ntimeros binarios, a = a,a,, y,
b=b,b,, esdecir:

Px)=a,x+a,y Qx)=Db,x+Db,, entonces, P(x) x Q(x)=(a,x+a,) x(b,x+b,)
=ax(bx+by)+a, (bx+b)=(, bl)XZ +(a, bx+ (a,b)x+(@,by) = (a,
b)x* +(a, b, + a,b,)x+(@,b,)x". Aqui a, b, + a,b, puedeser0, 1, 6, 2. Sies 2,
se deja cero en ese nivel y se lleva una unidad al nivel siguiente. En general diremos que
la aritmética en estos resultados sigue las reglas del sistema binario.

Cuando las operaciones arriba senaladas se realizan en base dos, el resultado de la
multiplicacion aparece en forma de polinomio. Por ejemplo si los dos nimeros son a =
11 y b= 11 el producto sera, de acuerdo a la ultima igualdad:

(Ix+ 1) x (Ix+D=UxD) x> +(Ax1+1xDHx+(AxDx’ = () x>+ A +1)x+(1)
X" =1x> +10x + 1x°.

Aqui hay que dar un paso crucial donde estd buena parte de la esencia del algoritmo
para la multiplicacion. Puesto que la base es dos, en la representacion de los nimeros

binarios como polinomios, la X es exactamente dos, nimero que representado en sistema
binario es 10, o sea X = 10 y la tltima expresion se convierte en:

Ix> +10x+ 1 x° = 1x> +xxx+ I x"=1x> + Ix* + Ix" = (1 +)x*+ 1 x° =10x* + 1
x=1x+1x".

El ultimo paso se da por la misma razon de que 10 = X.

El producto es entonces:
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11x11=(1x+1) x(1x+ 1) = (1) x>+ (0) x> + (0) x" + (1) x’ =1001.

Esta sencilla operacion traducida a sistema decimal es: 3x3 = 9. Esto no es otra cosa
que un paso adelante en relacion a lo que traté en mi articulo ;Por qué Dos por Dos es
igual a Cuatro y no a Tres o a Cinco, por ejemplo?'®

Queda flotando la pregunta de por qué la multiplicacion de polinomios se hace
siguiendo esa regla y no otra. Esto no siempre es asi. Se puede definir otro tipo de
multiplicacion entre entidades que tienen similitud con los polinomios como son los
vectores. Alli un tipo de multiplicacion, llamada producto escalar de dos vectores, es la
suma de los productos de las componentes en su orden y corresponde a un nimero
(escalar). Este producto lo usamos en otro articulo' para representar un numero real
como producto escalar de un vector formado por las potencias de la base en que se
representa el nimero y el vector de sus cifras.

La multiplicacion se dice, sin mayor fundamento, que es una suma abreviada. Esto no es
cierto en general porque la multiplicacion de ntimeros reales no lo es. Piense como

puede ser suma abreviada la multiplicacion de 7z por\/g , por ejemplo. Keith Devlin ha
escrito varias columnas sobre este tema.”’ La divisién no la estudiamos como una
operacion en todo su derecho, sino mas bien, como la inversa de la multiplicacion, es
decir, como el proceso que reversa lo que la multiplicacién hace con dos nimeros.

Para ilustrar esta seccion consideremos el siguiente problema propuesto a estudiantes
que terminaron bachillerato®'.

Problema. En la multiplicacion de abajo, las letras A, B, C, D, son digitos diferentes.
(Cuadl es el valor de A + B?

ABA
=CD
CDCD

Antes de abordar la solucion hagamos una pequefia reflexion en torno a si el estudiante
tiene, o no la formacion para interpretar, atacar, resolver y sacar algin provecho de la
solucion al problema. Como en la mayoria de las preguntas de esta evaluacion, en ésta,
la respuesta es de seleccion multiple, para el caso se dan las siguientes alternativas: 1%)
A+B=1; 2%) A+B=2; 3%) A+B=3; 4%) A+B=4; 5*) A+B=9. Solo el 15.9% de los
participantes en el examen acertd en la seleccion de la respuesta correcta. No quiere
decir que todos los que acertaron, resolvieron el problema: hay un 20% de probabilidad
de acertar escogiendo la respuesta al azar, o sea, por el método del “tinmarin”. El
porcentaje muestra que seguramente algunos intentaron resolverlo pero llegaron a un
resultado equivocado.

'8 En ese trabajo muestro como es posible relacionar las matematicas de la escuela elemental con las
razones que sustentan los algoritmos que tradicionalmente aprendemos mecanicamente.

' Del Bit a las Wavelets. Publicado en la pagina Web citada.

% Ver la columna En el Angulo de Devlin en: www.matematicasyfilosofiaenelaula.info y su ltima
columna de Enero de 2010 en la pagina de la MAA.

! Dunbar, S. R. et al. The MAA goes to Middle School (and How You Can Too). Focus. February 2007.
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Para poder interpretar el problema, deberiamos conocer el significado de la notacién y
la representacion en lenguaje matematico del algoritmo implicito en la multiplicacion
mostrada. Antes de resolver el problema se hace acopio de los recursos matematicos que
se supone uno tiene para aproximarse al problema. Esos recursos son entre otros: el
manejo de ecuaciones, las propiedades de los polinomios, la estructura algebraica de los
nimeros enteros y sobre todo la experiencia en la solucion de problemas matematicos;
lo que George Polya llamaria heuristica. Al llevar el problema a lenguaje matematico,
ya hay técnicas especificas para encontrar una solucion. Este paso siempre es crucial
porque no siempre el problema permite en forma facil su conversion a una ecuacién o a
un procedimiento netamente matematico. Es la practica la que da la habilidad y la
destreza para resolver problemas. La solucién de un problema genera una satisfaccion
personal y es principalmente por eso que uno resuelve problemas. Las matematicas no
se hacen por mero utilitarismo, la historia muestra que ellas han estado en la cultura
humana desde hace miles de afios y siempre han venido en ascenso. Las matematicas
que hoy conocemos no son las mismas que aquellas, por ejemplo, cultivadas por los
griegos.

Ahora si, volvamos al problema. El algoritmo representado en los simbolos literales de
arriba corresponde a la igualdad:

(ABA) x (CD) = CDCD,

donde A, B, C, D, son digitos diferentes del sistema decimal. La interpretacion de esta
igualdad a la luz de lo que hemos visto en parrafos anteriores, es una igualdad de
polinomios, del tipo:

(AX* +Bx'+ Ax°)x(Cx' + D x’) =Cx’+Dx* + Cx'+ Dx"
Donde x =10. Resolviendo los paréntesis tenemos
ACx*+ (AD+BC)x* + (AC+BD) x'+ AD x” =Cx*+ Dx*+ Cx'+ D x°.

Deciamos antes que, igualdad de polinomios implica igualdad de sus respectivos
coeficientes, por lo tanto se da la siguiente serie de igualdades:

AC=C; (AD+BC) = D; (AC+BD) =C; AD=D

De la primera y la tltima ecuaciones, supuesto que ni C ni D son cero, se sigue que A =
1. La hipdtesis de que C y D no sean nulos es crucial para llegar a la conclusion de que
A = 1. Este paso lo podemos dar porque los enteros son un dominio de integridad.”
Reemplazando en la tercera ecuacioén a A por 1, tenemos que C+BD = C, o, BD = 0.
Como hemos supuesto que D # 0, podemos concluir que B = 0. Esta conclusion solo es
valida en dominios de integridad sin divisores de cero como es el caso de los enteros.
Asi A+B =1+ 0 = 1. Esto responde la pregunta formulada en el problema. El problema
no pregunta ni por C, ni por D, sin embargo uno puede verificar que escogiendo

*2 Un domino de integridad es un anillo conmutativo con 1 # 0 y sin divisores de cero. Los dominios de
integridad son conjuntos que sirven como generalizaciones a los nimeros enteros y forman la base para el
estudio de la divisibilidad.
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arbitrariamente digitos no nulos C y D, la multiplicacién simbolica de arriba se verifica.
Por ejemplo tomemos C=9 y D=8, y encontramos con A= 1, B=0,

101
%98
9898

La solucion del problema nos da una leccion simple y es que para multiplicar a un
nimero de dos digitos por 101 el resultado se obtiene escribiendo el niumero dos veces.
Estas pequenas reglas son las que el calculista profesional memoriza para descrestarnos
con su rapidez mental.

10. La division como operacion inversa de la multiplicacion

Deciamos que, la multiplicacion de nimeros se puede asociar univocamente a la
multiplicacion de polinomios. Lo mismo vale para la division de niumeros y polinomios,
de tal forma que el algoritmo de la division que se cumple en los nlimeros enteros se
cumple también para polinomios. El algoritmo de la division para polinomios se expresa
simbolicamente:

D(x) = d(x) Q(x) + R(x).

Esto traducido a nimeros enteros se lee: Dividendo es igual a Divisor por Cociente méas
Residuo. En el caso de numeros enteros se exige que el residuo sea igual o mayor que
cero y menor que el divisor. Cuando la division es exacta, o sea, cuando R(X) es cero,
decimos que d(X) divide a D(x) o que D(x) es multiplo de d(x).

Consideremos el siguiente ejemplo de la division de dos nlimeros en sistema binario p y
g, notada simplemente como p/q, cuando p = 10000100, y, g = 1100. Haciendo uso de la
representacion polindmica tenemos:

10000100/1100 = (x” +x*)/(x> +x*) ="+ 1)/x' + DH=x"+1)( x* = x> + x> = X'
+D/X D) =(x =X+ X+ D=2x - X+ X=X +1=1xx + Oxx* +
1x x' +1x x° =1011.

En los pasos anteriores hemos recurrido a la factorizacién, a la simplificacién de
fracciones algebraicas y aun a la reduccion de términos semejantes, bajando potencias, y
recordando que X = 2, para mostrar que con los recursos del algebra se puede simplificar
el algoritmo de la division entre nimeros. Observe como la simplificacion de los ceros
en la fraccion inicial corresponde a la cancelacion del factor comun X°en la primera

fraccion algebraica. La factorizacion de (x* + 1) nos permite eliminar el factor (x' + 1)
del denominador para agilizar los célculos.

La division inicial puede hacerse en similares términos a como se hace con el algoritmo
largo de la division tradicional. Empezando por eliminar los ceros finales en las dos
cantidades y continuando con el proceso de dividir reiterativamente entre 11, tenemos:
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1000001 |11
100 1011
11

Puesto que el residuo es cero, se concluye que, 10000100/1100 = 1011 vy
consecuentemente 10000100 = 1100 x 1011.

La ensefianza del algoritmo largo de la division esta en la picota de la critica a la
educacion matematica a nivel internacional, fundamentalmente en razon a la dificultad
que ofrece el proceso mismo. Si realmente queremos que el estudiante aprecie al menos
como una curiosidad este proceso ya caido en la obsolescencia al llegar la calculadora,
bueno es ensefiarle la version para el sistema binario que ahorra, la parte mas engorrosa
que es la estimacion, por cuanto que, de primera mano uno puede saber si el divisor
cabe o no en los dividendos parciales y asi el proceso puede continuarse en forma
expedita.

El ver a los nimeros como polinomios abre un nuevo panorama para interpretar y
descubrir las propiedades de los nimeros naturales. Una propiedad tan simple como ser
par o impar aparece obvia cuando se ve con la Optica del sistema binario, pues los
nimeros impares terminan en 1 mientras que los pares terminan en cero. Hacer la
version en sistema binario de la teoria de nimeros sera todo un reto. Por ejemplo los
primos gemelos, aquellos primos que difieren en dos, como 11,13, 17,19, terminaran en

01 y 11 y los niimeros de Fermat, cuya forma estandar es f(n) =22 + 1, paran=0, 1,
2,..., por ser 1 mas que una potencia de 2 tendran la cifra 1 al comienzo y al final, los
demads digitos seran ceros. La pregunta que uno se hace es si todos estos nimeros de
Fermat son o no primos. Euler prob6 que no todos son primos, pero George Polya
mostrd sin embargo que, cualquier par de ellos son primos relativos o primos entre si.

La aritmética o teoria de nimeros como se entiende en el sentido clasico, estd por
reescribirse usando el sistema binario. Uno espera que las propiedades abstractas de los
nimeros sean invariables con respecto al sistema numérico en que los nimeros se
representen. Como dijimos, en sistema binario los pares terminan en cero y los impares
en 1, de lo cual se desprende una pequefia aritmética donde se puede confirmar que: par
+ par = impar + impar = par x par = par X impar = impar X par = par, 0, simplificado
en aritmética binaria, 0 +0=1+1=0x 0=0 x 1 =1 x 0 =0. De otro lado, par +
impar = impar + par = impar X impar = impar, que traducido a aritmética binaria se
reducea: 0+ 1=1+0=1 x 1=1. La similitud con las tablas de sumar y multiplicar
vistas en la seccion 7 es notoria, como muestra la figura, donde: O estd para representar
Par y 1 para representar Impar.

+ \ Par | Impar X Par Impar
Par 0 1 Par 0 0
Impar 1 0 Impar O 1

Tabla de suma y multiplicacion de pares (denotados por 0) e impares (representados porl)
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11. A manera de conclusion

A lo largo de este trabajo he querido mostrar cémo, la aritmética puede ensefiarse con
un enfoque diferente haciendo énfasis en la razén de ser de los algoritmos y de la
aplicacion de conceptos avanzados de matemdticas a la aritmética elemental. Aqui
entendemos por avanzados, conceptos como los algebraicos que se estudian en el
bachillerato y cuya estructura nos permite realizar ciertas operaciones y
generalizaciones que usualmente no se hacen en la primaria. Aunque en un articulo
como el presente no podamos cubrir todo el contenido de un curriculo elemental, sin
embargo, hemos esbozado diferentes temas que pueden estudiarse con el objeto de dar
mejor formacidon matematica al alumno.

En pedagogia nadie tiene la ultima palabra, por lo tanto las apreciaciones aqui
formuladas estan abiertas a la discusion y a la experimentacion en el aula. Solamente el
tiempo y el concurso de buenos docentes pueden certificar si las propuestas que de aqui
se derivan pueden tener o no, un caracter de validez.

Editado en Armenia, Colombia, Enero de 2011



