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1. Introduccion.

De tiempo atras los autores de este trabagjo, han estado intercambiando reflexiones sobre
temas y conceptos relacionados con tres campos del saber: filosofia, mateméticas y
literatura. En esta oportunidad analizaremos algunas interpretaciones en torno al concepto
de igualdad, tanto en matematicas (aritmética y geometria) como en el campo politico
(filosofiay jurisprudencia).

El Principio de Justicia se asocia tradicionalmente a los principios de equidad, igualdad,
reciprocidad, ideas éstas que conforman buena parte del nicleo de las matematicas. Una
definicion corriente tomada de un diccionario nos dice que “justicia es la virtud que nos
hace dar a cada cual lo que le corresponde”, Ahora, ¢cdmo podemos establecer esta medida
de distribucion? Esta y casi todas las definiciones de justicia parten de un principio de
igualdad, Surge entonces la pregunta ¢/Cua es e fundamento de este principio de
“igualdad”

La reflexion y las preguntas que hemos querido formular responden aconsideraciones de
fildsof os contemporaneos, tales como las del filésofo de la ciencia Karl R Popper en su
libro La Sociedad Abierta y sus Enemigos (1957)* y, aaquellas del filésofo y tedrico de la
argumentacion y la jurisprudencia Chaim Perelman, en sus libros:. El Imperio Retorico
(1977),%y, Tratado de la argumentacion (1989)°. Empecemos por caracterizar el problema,
paraluego plantearnos las preguntas.

Un primer antecedente a esta problemética nos la presenta Karl Popper, cuando afirma que
al parecer, la mayoria de nosotros tenemos una fuerte inclinacion, a aceptar las
peculiaridades de nuestro medio social como s fueran “naturales’. Esta tendencia tiene una
explicacion, seguin € fildsofo, y es la siguiente: su origen esté en nuestro temor de aceptar
gue caiga exclusivamente sobre nosotros toda la responsabilidad de nuestras decisiones
éticas, sin ninguna posibilidad de transferencia, ya sea a Dios, a la naturaleza, a la sociedad
0 ala historia. Todas estas teorias éticas tratan desesperadamente de encontrar a alguien, o
quiza buscar un argumento, que nos libere de esta carga. Pero, (continla aclarando Popper),
no podemos eludir tal responsabilidad; cualquiera sea la autoridad que aceptemos, seremos
nosotros quienes aceptamos, S oS negamos a comprender esta verdad tan simple, solo
estaremos tratando de engafiarnos a nosotros mismos|6, p. 66].

! Popper, Karl R. La sociedad abierta y sus enemigos. Ediciones Paidds. Barcelona. 1994.
2 perelman, Chaim. El imperio retdrico. Grupo Editorial Norma. Santafé de Bogota. 1997.
3 Perelman, Chaim, et a . Tratado de la argumentacion. Editorial Gredos. Madrid. 2000.



Muy temprano en nuestra historia occidenta se generd una discusion arededor del
concepto de igualdad social, precisamente fundamentada en e saber aritmético y el
geométrico. Esto nos lo muestra Popper en la polémica desatada entre los siglos |V vy il
AC, entre los filosofos retoricos, llamados por Platon, “sofistas’, y e propio Platon. En
Grecia se da por primera vez un gobierno democrético liderado por Rericles, este tipo de
gobierno trgjo a Atenas pensadores e intelectuales de todas partes Iguamente las ideas
brotaron por doquier y las polémicas se tomaron e escenario politico-filosofico.

Una de esas polémicas estaba centrada sobre la idea de justicia social. La idea de justicia
estaba basada en dos ideas de “igualdad”. Una idea se fundamentaba en la “igualdad” como
medida, peso 0 nimero, es decir, igualdad numérica o aritmética. La otra liderada por
Platén, quien consideraba, en el Didlogo El Gorgias, por gemplo, que la justicia era
igualdad, como piensa la mayoria de la gente y que no sdlo concuerda con la “convencion”,
sino también con la naturaleza misma, [6, p. 98]. En Las leyes, 757/b, Platon al fina de su
carrera filosofica toma partido por un concepto de igualdad basado en las mateméticas: “La
verdadera y la mejor iguadad...es la que distribuye mas a los mayores y menos a los
pequefios, dando a cada uno la medida debida, de acuerdo con la naturaleza. Al concederle
mayores honores a quienes son superiores por sus virtudes y menores a quienes son
inferiores en virtud y origen, distribuye a cada uno lo apropiado, de acuerdo con este
principio de las proporciones’ [6 p. 494]. Platon, llama a esta justicia “igualdad
proporcional”. Esta clase de justicia politica o justicia distributiva recibié € nombre de
geomeétrica.

Recordemos que sobre la puerta de la Academia Platén hizo colocar € siguiente letrero:
“iEl que no sepa geometria que no entre en esta casal”. Dice Popper entonces, en esa larga
nota nueve [6, p. 494], que: “Tal como se cree generamente en la actualidad, € primitivo
tratamiento pitagorico de la geometria habia adoptado un método bastante semejante al que
en nuestros dias conocemos con € nombre de “aritmetizacion”. La geometria era tratada
como una parte de la teoria de los nimeros enteros (0 “naturales’, es decir aguellos
nimeros compuestos de ménadas o “unidades indivisibles’, y de sis “logoi” , es decir, de
sus proporciones “racionales’. De aqui se desprenderia una primera pregunta fLual esla
diferencia entrelaigualdad aritmética y la geométrica?

Es bueno recordar que desde los albores de la cultura humana. Las normas de igualdad y
equidad han sido puestas en tela de juicio continuamente, por g emplo, en la misma época
de los griegos, por Protégoras, quien sostuvo que la naturaleza no conoce normas y que su
introduccion se debe exclusivamente al hombre. Y fue de este modo, que las ingtituciones y
convenciones elevaron a hombre sobre €l nivel de las bestias, 1o cua representa la mas
importante conquista humana legada desde la antigliedad [6, p.75]. Esta reflexion es
ampliada por € filésofo alemadn Emmanuel Kant en su ensayo ¢Qué es la ilustracion?
(1784),* en la cual conmina alos hombres a que salgan de su minoria de edad, que consiste

"‘ Kant Emmanuel. Filosofia dela historia. Fondo de Cultura Econémica. FCE Colombia. 1994. Trd. Eugenio
Imaz.



en dgjar que otros piensen por ellos Ademas esta tendencia a buscar un responsable de
nuestras decisiones ha sido explotada por literatos de todos los tiempos, solo para citar uno
de los mas representativos, Thomas Mann, quien dedicd toda su obra a indagar por qué
tanto el hombre occidental, como el oriental, busca obsesivamente uncaudillo.

Una de las caracteristicas que define a una sociedad que mantiene la tendencia a creer en
determinismos es, que su vida transcurre dentro de un circulo encantado de tabues
inmutables, de normas y costumbres que se repiten, inevitables como |la slida del sol, d
ciclo de las estaciones u otras evidentes uniformidades semejantes a la naturaleza [6, p. 67].

Parte del problema radica en € uso del lenguaje y en la confusion que se presenta en €
manejo de algunos conceptos. Por una parte, las leyes naturales o de la naturaleza, tales
como las que rigen e movimiento del sol, de lalunay de los planetas, la sucesion de las
estaciones; la ley de la gravedad, las leyes de la termodindmica, etc., son muy diferentes a
aquellas que llamamos leyes sociales 0 leyes normativas o normas, que en realidad son
prohibiciones y mandatos, es decir, reglas que prohiben o exigen ciertas formas de
conducta, como por gjemplo, los diez mandamientos o |as disposiciones legales que regulan
el procedimiento a seguir para elegir a los miembros del parlamento o las leyes que
componian la constitucién ateniense [6 p. 67]. Ambos conceptos, |os denominamos con la
misma palabra, leyes, pero en realidad en cada caso significan cosas bien diferentes. A las
unas las [lamamos leyes naturales y representan regularidades, a las otras, leyes sociales y
representan prohibiciones y derechos, y como es sabido no se le puede prohibir a la
naturaleza que siga su curso, pero en cambio las leyes sociales son susceptibles de ser
modificadas.

Debe quedar claro que ninguna norma social se desprende de unaregularidad natural. Esto
no significa entonces, como a veces se hace creer, que las leyes naturales son necesarias y
las normas sociales son arbitrarias. Es perfectamente cierto que nuestras decisiones deben
ser compatibles con las leyes naturales (incluyendo las de la psicologia y fisiologia
humana), s han de llegar a ser puestas en practica; en efecto, S se oponen a esas leyes no
es posible, smplemente cumplirlas. La decisién de que todo mundo trabaje méas y coma
menos, por gemplo, no puede ser llevada a cabo més ala de cierto punto, por razones
fisiologicas; es decir, porque més alla de cierto limite la disposicidn seriaincompatible con
ciertas leyes naturaes de la fisologia [6 p. 72].También es bueno agregar que no todas las
“leyes sociales’, es decir todas las uniformidades de nuestra vida social, son normativas e
impuestas por e hombre. Muy por el contrario, también existen importantes leyes naturales
de la vida social; para éstas, parece ser apropiada la designacion de, leyes sociolégicas. Es
precisamente el hecho de que, en lavida social nos encontramos con ambas clases de leyes,
naturales y normativas, lo que confiere tanta importancia a su clara y precisa
diferenciacion.

Una de esas leyes, o0 reglas que se mueven entre las leyes sociol6gicas y hormas sociales es
“La regla de judticia’. ¢Cud es su estatuto? La gran mayoria de doctrinas y sistemas
sociadles y politicos lleva angja una idea de justicia. Modelos como € conservatismo,
liberalismo, socialismo, comunismo, anarquismo y otros movimientos y teorias pueden ser



descritos desde el punto de vista de sus correspondientes ideas, e ideales, concernientes ala
idea dejusticia®. En muchas de |as teorias modernas sobre |a justicia se discute sobre qué es
lo justo para el individuo dentro de una sociedad.

El principio admitido generalmente de la igualdad ante la ley, significa que todos los seres
gue poseen las propiedades exigidas por laley, seran tratados de la misma manera, es decir
de la manera determinada por la ley[4, p. 96]. Perelman recurre a una definicion mas

genera tomada de lalégicay acufiada por Leibniz, dos seresay b son equivalentes s toda
afirmacion referente a uno de estos seres es una afirmacion refererte a otro. Resultade ello
que seraracional tratar de la misma manera alos seres equivalentes pues no existe ninguna
razon para tratarlos de manera diferente [4, p. 94]. ¢COmo sabemos cuando dos seres son

equivalentes? ¢;Hay seres equivalentes? El problema que se plantea entonces en la préctica
es el de saber en qué caso esracional o justo tratar de la misma manera a dos seres, 0 a dos
situaciones que difieren, pero que asimilamos una aotra[4, p. 99].

Ahora volvamos a Popper ¢Qué queremos decir, en realidad, cuando hablamos de
“Justicia’ ? Desde un punto humanista se entiende (a) una distribucion equitativa de la carga
de la ciudadania, es decir, de aquellas limitaciones de la libertad necesaria para la vida
social; (b) tratamiento igudlitario de los ciudadanos ante la ley, sempre que, por supuesto,
(c) las leyes mismas no favorezcan ni perjudiquen a determinados ciudadanos individuales
0 grupos o clases; imparciaidad de los tribunales de justicia, y (€) una participacion igua
en las ventgjas (y no sdlo en las cargas) que pueden corresponder para el ciudadano su
caracter de miembro del estado. Como podemos observar en todas las definiciones que
hemos traido, los conceptos de igualdad y de equivalencia estan presentes y con una
orientacion hacia la cuantificacidon y cudlificacion de los individuos que estan inmersos
dentro de una sociedad. Resumiendo, La Justicia es una institucién basada en un principio
o regla de “igualdad” y de agui la pregunta ¢Es posible que los mateméticos ayuden a
encontrar los fundamentos del principio de igualdad para la justicia? La respuesta a este
dltimo interrogante quedara como un reto para matematicos que se involucren en la
filosofia matematica.

De los parrafos anteriores surgen varias preguntas, no 1o de las apreciaciones de Platén,
sino también de las interpretaciones que el mismo Popper hace de Platén. Un primer
interrogante: ¢Es la “igualdad” a que se refiere Platon, € concepto matemético que
utilizamos corrientemente, por gemplo, en las ecuaciones 0 en los procesos de transvase
argumentativo de las proposiciones mateméticas? La repuesta a nuestro parecer, €s no,
porque la iguadad matemética tiene un sentido de identidad y no permite esguinces
interpretativos como los que hace Platon en Las Leyes, donde el referencia mayor es la
politica 'y cuyo telén de fondo es el estado en su concepcion aristocrética. Esta “igualdad”
tendria méas una connotacion de equidad en el sentido de la distribucion de méritos, honores
0 riguezas arepartir dentro del sistema.

5 Ferrater Mora, José. Diccionario de Filosofia. Editorial Ariel, S:A: Barcelona.2002.



Otra pregunta es ¢Qué entiende Platon por proporcion? Larespuesta a este interrogante, ira
dibujdndose en la medida en que desarrollemos € tema de la conmensurabilidad en las
siguientes paginas.

El tercer interrogante tiene que ver con la diferencia entre nimeros racionales e
irracionales. Esta diferencia se vera al fina de este corto ensayo.

2. El concepto deigualdad.

Las mateméticas alas que hoy tenemos acceso, con sus métodos y su simbologia, tienen
poco en comun con las mateméticas que conocieron y trabgaron Platon y sus
contemporaneos cultos de la antigua Hélade. Empezando por los simbolos. La igualdad,
hoy la representanos por “ ="; sin embargo, este simbolo, Slo aparece en imprenta en
1557, introducido por Robert Recorde (ca. 1510-1558) en un algebra titulada The
Whetstone of Witte (La Piedra de Toque de la Sabiduria), donde la (nica justificacion para
escogerlo es, seguin sus pal abras: “ porque no otras dos cosas pueden ser tan iguales’.

Gottfried Leibniz (1646-1716) en € libro De Arte Combinatoria, hace de la igualdad de
conceptos un objeto de estudio y de andlisis. Entre las propiedades que se desprenden de
sus estudios estén las siguientes:

REFLEXIVIDAD. Si A es un concepto, entonces A = A.
SIMETRIA. Paraconceptos Ay B, s A =B, entoncesB = A.
TRANSITIVIDAD. Paraconceptos A,By C,ss A=B yB =C, entoncesA =C.

Una relacion, como la igualdad, con estas propiedades, se denomina una relacion de
equivalencia. Relaciones de este tipo son muy importantes en matematicas. El dgebra
moderna tiene como capitulo importante las relaciones de equivalencia que van a dar origen
a las clases residuales y por ende a gemplos de ciertas estructuras algebraicas |lamadas
grupos.

Euclides en los Elementos, y Aristoteles en la Logica, tratan este tipo de conceptos. El
primer ejemplo de una relacion de equivaencia en la geometria es la congruencia de figuras
planas. El silogismo como lo interpreta Aristoteles es un caso en el que la transitividad esta
presente. Si aceptamos en la geometria de Euclides que, una recta es paralela a s misma,
entonces €l concepto de paralelismo es una relacion de equivalencia, que particiona €l
conjunto de todas las rectas en clases de rectas que tienen en comun entre ellas el ser
paralelas a unarecta dada. En Geometria Proyectiva e punto donde las rectas paralelas se
encuentran se denomina e punto en € infinito. El conjunto de todos los puntos en el
infinito se [lama larecta en € infinito.

3. Nociones de M ateméticas Pitagoéricas
Pitdgoras de Samos (siglo VI A. C.) y su escuela Pitagérica (Siglos VI - 1lII AC)
contribuyeron con mucho, a desarrollo de las mateméticas. Su concepcion filosofica tenia



por base el numero natural. Para los pitagoricos todo era nimero. La misma geometria fue
aritmetizada al asociar nimeros a las figuras geométricas, como es e caso de los nimeros
triangulares asociados a los triangul os, 10s nimeros cuadrados a los cuadrados, 1os nimeros
pentagonales a los pentégonos, etc. A los triangulos recténgulos les asociaron triplas como
(3, 4, 5), (5, 12, 13), donde los numeros representan las longitudes de los lados del
triangulo. El teorema que lleva el nombre de Pitagoras era ya un resultado conocido en
Babilonia, un milenio antes de que naciera Pitagoras. A este filosofo y matemético griego
deberiamos recordarlo, como a uno de los primeros pensadores preocupados por la
busqueda de un orden del conocimiento abstracto, y sobre todo como € filésofo, que
expuso razones que explicaran, usando e concepto de nimero, la esencia de todas las
COSas.

Pitagpras fue heredero de la cultura cientifica jonica liderada por Tales de Mileto que vivié
alrededor del siglo VII AC. Otros miembros destacados de la escuela jonica fueron
Anaximandro, Anaximenes y Heraclito. Pitagoras se autollamaba “fil6sofo”, o sea amante
de la sabiduria, y en efecto €, entre otros, estuvo en la busqueda de patrones abstractos y

de un orden cosmol dgico.

En el teorema de Pitégoras resaltan todas las caracteristicas del conocimiento matematico:
Abstraccion, Precision, Certeza 'y Permanencia. Las mateméticas creadas por Pitagoras y
los antiguos griegos, han servido de modelo para la blsgueda de nuevos conocimientos y
parair cimentando la acumulacion de los mismos en forma razonable, con argumentaciones
gue rebasan los gjemplos particular es. La cosmolo gia griega va més alla del mundo gque nos
rodea, del movimiento planetario, de la prediccion y andlisis de los fendmenos naturales,
pues toca también, los patrones de pensamiento y € lenguge con e que razonamos y
pensamos. ¢Qué hizo Pitagoras para que su famoso teorema tuviera la solidez y certeza que
lo ha caracterizado? Uno responderia ahora que su certeza esta en la prueba, o sea, en la
cadena argumentativa, que por medios logicos desemboca en la conclusion del teorema. El
gran mérito de Tales, Pitagoras y demas matematicos griegos, no es tanto haber descubierto
y formulado resultados, sino haber asociado a los mismos, una prueba que los sustente. Esta
tradicion argumentativa se inicia con Tales a quien se le atribuye un buen nimero de
teoremas y sus demostraciones, que aparecerdn luego en la obra de Euclides, “Los
Elementos”.

Como mencionamos, € llamado teorema de Pitégoras se conocia en tiempos de Babilonia,
como lo muestra una tablilla de arcilla que en caracteres cuneiformes exhibe triplas
pitagoricas que satisfacen larelacion x2 +y2 = z2. Estatablillatiene e nUmero 322 en la
coleccion Plimpton del museo de la Universidad de Columbia en Nueva York. De los
griegos heredamos los métodos de prueba y con ello el patron de argumentacion usado en
el método matematico. EI método matematico se puede sintetizar en € proceso linea
siguiente:

Observacion — Abstraccién — Apropiacion — Descripcion— Prueba



La teoria de nimeros o aritmética, tuvo su época de oro en tiempos de los pitagoricos. La
aritmética fue esencialmente la teoria abstracta de nimeros, muy diferente de lo que ellos
[lamaban logistica, o arte del cllculo numérico o0 a lo que llamamos hoy aritmética
elemental. Los pitagoricos construian las tablas de sumar y multiplicar pero solo ensefiaban
a mangarlas; no ha construirlas. Iniciaron el estudio del sonido, particularmente lo relativo
a cuerdas vibrantes, asociando la longitud de la cuerda con su altura sonora. Encontraron
que la armonia del sonido, depende de las relaciones numéricas asociadas a las longitudes
de las cuerdas vibrantes. En astronomia llegaron a sustentar la esfericidad de la tierra. El
conocimiento que tuvieron en matematicas se puede equiparar a contenido de los libros I,
[, M, 1V, y VI de los Los Elementos de Euclides, mas lo que representa e algebra
geométrica, que es un conjunto muy interesante de propiedades que se desprenden de las
figuras geométricas. Estudiaron los nimeros primos, los nimeros perfectos y llegaron hasta
asociar a los nimeros cualidades humanas Este es € caso de los nimeros amigos, que
como la pargja 220, 284 representaba la amistad; por cuanto que, la suma de los divisores
propios del uno, da como resultado €l otro, y viceversa.

La logistica, siempre fue considerada por los griegos, una disciplina de bajo perfil. Tal vez
por eso, no desarrollaron un sistema numeérico que facilitara las operaciones y que agilizara
el clculo numérico. En e tiempo de los pitagoricos se usd e sistema jonico de
numeracion, era aditivo y los numerales estaban representados por las letras de su mismo
alfabeto, junto atres simbolos del antiguo alfabeto fenicio. En ese sistema a cada palabra se
le asociaba un nimero. Por g emplo, ala paabra logos(????s) que significa razon, idea,
pensamiento, s le asocié & ndmero 373, porque en su numeracion, las letras griegas
correspondientesdan: ?=30, 0=70, ?=3, 0=70y s = 200, cuya suma reproduce al
nimero 373.

4. Sobre el concepto de Logos.

El término “logos’ es de aparicidon frecuente en las lenguas occidentales que derivan del
griego o ddl latin, o estan relacionadas con éstas, como € inglés, € aeman vy las lenguas
edavas. Como sufijo, significa estudio, tratado; como en las palabras. metodologia,
astrologia, oftalmologia. También lo encontramos como prefijo en logotipo, logaritmo,
l6gica, logistica. Al latin s tradyo como ratio, con muchas acepciones, entre ellas, rata
(rata de interés, proporcién) calculo, cuenta, tomar en consideracion, disposicién, plan,
razon(cociente de nUmeros), razon, juicio, causa, teoria, doctrina, y muchas otras. Pero la
cadena sigue pues de estas acepciones se derivan otras muy importantes como por ejemplo:
racional, racionamiento, causalidad, etc. El termino ????s-(plural 7?7?79, en griego
significa, razén, idea, conocimiento.

Recordemos que Pitégoras erajonio (oriundo de Asia Menor y susislas) y compartia rasgos
culturales con Tales de Mileto y Heréclito de Efeso. Heréclito basaba su filosofia en e

cambio y € movimiento y para Pitdgoras la esencia de todo estaba en e numero. Ba
esencia que identifica a ser, es lo inmutable, 1o que se preserva, en 'y después del cambio.
Popper sugiere [7, p. 206] que el “logos’, a que se refiere Heréclito, podria ser laley del



cambio, la causa del equilibrio de las cosas, la medida, laregla, el cambio sujeto aley. Pero
la medida es un nimero y la ley se enmarca en un sentido numérico y asi partiendo de
Heré&clito llegamos a Pitagoras en cuanto al origen del logos.

Para los pitagéricos la geometria podia aritmetizarse. Partiendo de la ménada(unidad),
extendiéndose a los nimeros naturales y a sus ????7 es decir, sus proporciones racionales,
de la forma alb, donde a y b son nimeros naturaes, creian posible (logizar) metrizar,
digdmoslo asi, € conjunto de todos los pares de segmentos. Su programa filosofico, sin
embargo, se vino abagjo, cuando descubrieron que, dos segmentos muy familiares en la
geometria como son, € lado y la diagona del cuadrado, no permitian tal asociacion. Aqui
aparece uno de los grandes problemas que los pitagoricos ro pudieron resolver y que ala
postre daria origen a una nueva clase de nimeros, los irracionales; aquellos nimeros, no
expresables como cocientes de nimeros naturales.

En un contexto historico, los pitagéricos perdieron una batala, pero no la guerraen las
aplicaciones de las mateméticas. Hoy las matendticas en sus aplicaciones cotidianas, son
esenciamente pitagoricas. Si no, ¢cOmMo estamos haciendo este trabgjo en Word vy la
correspondiente exposicion en Power Point, o escuchando la musica en Cds, o viendo las
imégenes en video, 0 en genera recibiendo la televisién por cable o navegando en
internet?. En términos generales los medios y la tecnologia actuales tienen formato digital.
Y decir digital, es referirse a secuencias de nimeros (naturales), encar gadas de manterer la
esencia de lainformacion que se desea trasmitir.

5. El problema de la inconmensur abilidad.

El programa pitagorico dentro de la geometria, tenia por objetivo, asociar a entes
geométricos, valores numéricos. Empezando por la escogencia de la unidad de medida,
asociaron a cada segmento, un nimero, su longitud. El siguiente paso fue asociar con cada
par de segmentos la razén de sus longitudes. Sin embargo, este proceso requeria que los
segmentos en cuestion fueran conmensurables, en € sentido de poder encontrar un tercer
segmento que los midiera a ambos en unidades enteras.

Concretamente: dos segmentos AB y CD son conmensurables, si existe un tercer segmento
(unidad), digamos UN, tal que: longAB = mlongUN, y, longCD = nlongUN , donde m y
n son nimeros naturales y “long” en este caso significa longitud. Cuando este es e caso,
se dice que los segmentos estan en larazon m : n En lengugje pitagdrico, el logos de los
dos segmentos es m/n. Para nosotros los dos segmentos estan asociados a nimero racional,
o alarazon, m/n. Estarazon genera toda una familia de cocientes del tipo km/kn, con k es
entero, y con la propiedad de que cualquier par de elementos de la familia son iguales 'y
dan origen ala clase de equivalencia {m/n}. La igualdad de dos elementos en una de estas
clases, se Ilama una proporcion. Por gemplo, en la clase {1/2}, se cumple que 2/4 = 6/12,
lo que muestra una proporcion como igualdad de dos razones. El conjunto de todas estas
clases, forman e conjunto Q de los nimeros racionales.



Si dados dos segmentos, no existen tales enteros positivos m y n, se dice que los
segmentos son inconmensurables y en este caso el nimero asociado a ellos, es un namero
irracional.

La prueba de la inconmensurabilidad de la diagona y el lado de un cuadrado llegd a
nosotros en la obra de Aristoteles, segiin Popper, en los Primeros Analiticos [7, pag, 494].
La prueba es un gemplo de una demostracion indirecta, o demostracion por reduccion a
absurdo, en la cua se niega la proposicion que se quiere probar, y s suponiendo esto, se
llega a una contradiccién concluimos que la hipétesis es fasa 0 sea que nuestra
proposicion inicia es verdadera En célculo proposicional la demostracion se reduce a la
siguiente tautologia:

P? (R"-R) ? -P
Tomando P = Ladiagonal y €l lado del cuadrado son conmensurables.
-P= Ladiagona y €l lado del cuadrado son inconmensurables.
Debemos hallar la contradiccion (R~ —R) para que quede probada —P.

Formalicemos nuestra proposicion en e siguiente teorema:

D A

fig. 1
Teorema. En e cuadrado ABCD, ladiagonal ACy € lado AB son inconmensurables.

Demostracion. Sean I(AB) y I(AC), las longitudes del lado y la diagonal del cuadrado,
respectivamente (fig. 1).

Supongamos lo contrario a lo que afirma el teorema, o sea, supongamos que la diagona y
el lado del cuadrado son conmensurables. Por definicion existen nimeros enteros m y n,
taesque I(AC) =m y I(AB) = n . De aqui se sigue que

IAC) /I(AB)=m/n (1)
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Supongamos que la fraccion m/n es irreducible, 1o que significa gue m y n no tienen factor
comun distinto a la unidad, en particular, S uno es par € otro es impar y viceversa.
Elevando a cuadrado a ambos lados de laigualdad (1), da

2AC) /IXAB)=m2/ 2 (2)

Por el teorema de Pitagoras, aplicado a cuadrado de la figura 1, 13AC) = 2I2(AB).
Reemplazando en (2), llegamos a

2=m?/n2,osea, mM=2n2 (3)

De donde m? es par y por consiguiente m es también par. Puesto que m y ntienen
distinta paridad, n tiene que ser impar. Por otro lado, al ser m par, esdelaforma m = 2k.
Reemplazando en (3), obtenemos, 4k2 =2 ré.

Simplificando queda, n2 = 2 k2. Egto implicaque n es par y asi m debe ser impar. El
razonamiento nos lleva a que m es a la vez par e impar. Esta contradiccién demuestra el
teorema. En este giemplo, lacontradiccion (R~ -R), sedatomandoR = m es par.

El teorema anterior muestra que, la diagona y € lado de un cuadrado son
inconmensurables. En otros términos, no hay segmento que mida en unidades enteras a los
dos segmentos

Cuando €l lado del cuadrado es de longitud unidad, 1o que muestra €l teorema es que, v2
no puede expresarse como cociente de enteros, 0 sea que es irracional.

——8——il

NuUmeros Pentagonales en sucesion, la estrella de cinco puntas y un nimero pentagonal
Como suma de numeros triangulares mas n.
Fig. 2
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Sorprende saber que, los pitagoricos no hubieran descubierto la inconmensurabilidad de la
diagonal y € lado del pentégono regular; i se tiene en cuenta que la estrella de cinco
puntas (el Pentdculo, segun el Cddigo Da Vinci, De Dan Brown), simbolo de su
hermandad, resulta de las diagonales del pentédgono regular (Fig.2). La razon de estas
longitudes es el nimero irracional (1 + v5)/2, conocido como larazén aureay estudiado
por Euclides en los Elementos.

La extension del concepto de proporcion que permita incluir a los nimeros irracionales, la
hicieron @ pitagorico Arquitas de Tarento, colega de Platon, y con gran profundidad, su
discipulo Eudoxio, cuyo trabajo quedo incluido en € libro V de los Elementog[8, p. 90].

Ladefinicion de proporcion en €l libro V de Euclides aparece en |os siguientes términos:

Definicién 5 Se dice que magnitudes estan en la misma razon, si la primera es a la
segunda, la tercera es a la cuarta, cuando, un equimdltiplo, cualquiera gue se tome, del
primero o del tercero, y cualquier equimdltiplo del segundo o del cuarto, los primeros
equimiltiplos en su orden exceden, o igualan o son menores que los equimdltiplos de los
segundos respectivamente.

En notacion moderna ladefinicion 5, quedaria asi:
ab=cd
Significaque
na>mb implica que nc>md
na= mbimplicaque nc= md
na<mb implicaque nc<md
Donde my n son enteros positivos.

El camino iniciado por Eudoxio solo vino a continuarse en €l siglo X1X con los trabgjos del
matematico aleméan, Richard Dedekind (1831 — 1916), quien con lasCortaduras que llevan
su nombre, dio carta de naturaleza, en las matemdticas modernas a los numeros
irracionales
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