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Resumen: En este articulo introducimos el concepto de espectro asociado a un nimero natural con cuyo
recurso se puede hacer una aritmética paralela a la de las cuatro operaciones, auque mucho mas simple y
razonada. Tras este recurso reposa el anillo de los polinomios el que se introduce de manera natural a
través de la representacion de los nimeros usando un sistema de base x, para x entero mayor que uno.

Abstract: In this paper we introduce the concept of spectrum associated to natural numbers. Using this
concept we can create a parallel arithmetic for the four elementary operations, however more simple and
comprehensible. At the background of this approach remains the ring of polynomials which is introduced
through the representation of numbers using a basis x, where x is an integer greater than one.

0 - Introduccion.

Estas notas no son mas que un asomo a un posible enfoque relacionado con la
concepcion de que las operaciones bésicas de los nimeros naturales se pueden estudiar
en lo que yo llamo el espectro de los nimeros naturales. La dimension de mi ignorancia
no me permite percibir hasta donde llega su novedad. Por su caracter elemental lo méas
seguro es que este enfoque haya sido aplicado en otras ocasiones a lo largo de la historia
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de las matematicas. Lo mas cercano al tema, hasta donde sé, es lo relativo a los
logaritmos, que llevan la multiplicacién a la suma en los logaritmos para regresar a los
nameros en forma de un producto. La propuesta que se deriva de este enfoque tiene que
ver con la implementacion durante la educacion primaria del enfoque binario con el fin
de que las operaciones basicas de la aritmética se han facilmente comprensibles y que se
deje lo menos, al recurso de la memoria. El estudio del sistema binario busca
complementar el sistema decimal a fin de introducir tempranamente conceptos
matematicos, que como los polinomios, nos llevan a territorios avanzados que
normalmente no se mencionan en la educacion primaria.

Desde la edad media, mas precisamente desde que llegé a la cultura occidental la
numeracion hindu ardbiga con su propia algoritmia, seguimos ensefiando a nuestros
nifios la misma aritmética y en general las mismas matematicas, como si ellas se
hubieran congelado en el tiempo. Las matematicas de hoy tienen una riqueza y vastedad
gue ya se hace imposible, hasta para las mentes mas brillantes, tener un dominio
universal de sus inmensos contenidos. La belleza de grandes regiones en ellas y lo
sorprendente de sus magnificos resultados permanecen ocultos a la juventud porque la
educacion matematica no ha tenido, ni la entereza, ni el compromiso con la sociedad de
poner sus contenidos a tono con la evolucion y desarrollo de las matematicas de los
ultimas dos centurias.

Para empezar, digamos que la representacion de los nimeros usando los numerales en
base diez, es herencia de la cultura arabe y se ha mantenido sin mayor cambio por mas
de mil afos, o al menos desde que Leonardo Fibonacci (1170-1250), en 1202 publicé su
famosa obra Liber Abaci, que populariz6 en occidente el sistema decimal. Tenemos la
impresion de que el sistema decimal fuera la Gnica y mas conveniente forma de ver los
nameros, desconociendo que hay otras formas quizés tan buenas o pedagdgicamente
mejores que este mismo sistema.

Comencemos diciendo que la forma de escribir linealmente los nUmeros es herencia
arabe. Por ejemplo, cuando escribimos el nimero tres mil ciento veinticuatro, seguimos
un orden lineal de izquierda a derecha: 3 1 2 4, pero cuando pequefios, nuestra mente
para apreciar su magnitud, procede en forma inversa, de lo pequefio a lo mayor, es
decir: 4 unidades, 2 decenas, 1 centena, 3 millares. Como en la escritura arabe se escribe
y se lee de derecha a izquierda, para el nifio arabe le es razonablemente facil leer los
numeros escritos en esa forma, pero para el nifio nuestro es dificil valorar la magnitud
de un namero, y mas aun leerlo, cuando éste estd conformado por muchas cifras. Si el
namero anterior lo escribiéramos 4 2 1 3, el nifio lo leeria siguiendo el orden natural de
lectura de izquierda a derecha, 4 unidades, 2 decenas, 1 centena, 3 millares, lo que
significaria para el nifio un ahorro de esfuerzo mental y una comprension plena del
tamafo del nimero. Este caso simple muestra que, hasta en las partes mas elementales
de las matematicas se puede pensar alrededor de posibles cambios que, a la luz de la
tradicion, podrian resultar un ex abrupto.

Los Numeros Naturales representados por Polinomios.

Un polinomio en su representacion mas simple es una combinacién de sumas y
productos. Los ejemplos mas a mano de estas expresiones aparecen en la representacion



posicional de un nimero en una base dada x. Verbigracia, si x = 10, el numeral 2387,
corresponde al nUmero

7xx? +8xx'+3xx2+ 2xx?, [*]

Donde x°, x*, x*, x* estan para representar las unidades, las decenas, las centenas y las
unidades de mil sucesivamente. Las cantidades a la izquierda de la letra x se denominan
cifras y en este caso, cuando x = 10, ellas pueden tomar valores en {0, 1, 2,..., 9}. La
forma de representar los numeros es, en general, a través de expresiones polindmicas
como la mostrada en [*]. Sin embargo esta representacion no es unica, pues va a
depender de la base que se escoja. Si cambiamos a base dos, digamos tomando x = 2, el
numero 2387 estara representado como suma de potencias de dos,

100101010011 = 1xx° + Ixx '+ Ixx*+1xx® + Ixx®+ 1xx*= 1+2+ 16+ 64 +
256 + 2048 = 2387

Aqui las cifras se escogen en el conjunto {0,1}. Como se ve, en cada numeral, 0 sea en
la representacion simbdlica de un nimero, va implicita una serie de operaciones que
normalmente no se explican en el curso de la ensefianza de la aritmética elemental. Lo
gue buscamos en nuestra metodologia de la ensefianza de la aritmética es precisamente
que el nifio desde la méas temprana edad entienda e interiorice la nocion de valor
numérico de los numerales a fin de que pueda entender racionalmente el por qué de las
operaciones basicas, que a él se le ensefia.

Si el nifio comprende que con cada nimero esta asociado un polinomio, no le quedara
dificil entender la razén de la suma o el producto de dos nimeros. Mas concretamente,
cuando se suman dos nimeros, estamos sumando cosas de distinto tamafo. Por ejemplo,
sumar 37 a 84, significa que a: 8 decenas, 4 unidades, se debe sumar 3 decenas y 7
unidades, lo que simbolicamente se puede escribir:

84 + 37 = (4xx° +8xx") + (7Txx%+ 3xx1).

Aprender a sumar, sera entonces, aprender a sumar polinomios reduciendo, cada vez
que sea del caso, las respectivas unidades de cada orden: primero, (4xx° + 7xx°) = (4
+ 7)xx® = 11xx%= (10 + 1)xx°= 10xx°+ 1xx°? = (Ixx)xx? + 1xx%= 1xx*%+
1xx°%= 1xx'+ 1xx°, y luego, (8xx*) + (3xx') = (8 +3) xx*= 11xx*=(10 +1) xx* =
10xx* + Ixx' = Ixx"xx' = 1xx" + 1xx' = 1xx* + 1xx*. Por lo tanto

84 + 37 = (Ixx "+ 1xx%) + (Ixx? + 1xx") = 1xx?+2xx'+ 1xx° = 121.

En términos generales, cuando se dan dos polinomios a (x) y b (x), definidos por:
. il .

a(x) = > a,x"",y, b(x) = > b_;x""7 lasuma de los mismos se expresa como:
i=0 j=0

i=n ] j=I ] k=m
a() +b(x)= Y a,_x""+ > b_xT =D (a,, +b,_ )x" ",
i—0 i=0 k=0



con los ajustes apropiados a que haya lugar cuando los grados de los polinomios no
coinciden.

En forma analoga, la multiplicacién estaré asociada a la multiplicacion de polinomios.

La multiplicacion entre polinomios sigue el patron de multiplicar cada sumando del
multiplicador por cada sumando del multiplicando, se suman luego los resultados
teniendo en cuenta que, la adicién se hace modulo la base en que se esté trabajando (si
es diez, reduciendo las unidades a decenas, las decenas a centenas, etc., cada vez que
sea el caso).

i=n _ j=
En general también, si a(x) = Zamx”*‘ Y, b(x) = Zblf
i=0

j=0

J.x"j . definimos:

n+el o i+j

2009 = (32, x) (Thix 1) = 3 (Sabe, Ix,

i+j=0 k=0

donde a;, y, b; son las cifras del sistema; especificamente si la base es 10, ellas se

toman en {0, 1,...,9} y si es 2, en el conjunto {0, 1}.

Por ejemplo, 13 x 25 = (3xx? + 1xx*) x (5xx° + 2xx') = (3 x 5)xx’xx°+ (3 x
2xX%xx') + (Ix5xx?xx") + (Ix2xx xx') = 15xx° + 6xx + 5xx'+ 2xx* = (10 +
5) xx°+ 6xx+ 5xx + 2xx?= 5xx %+ Ixx '+ 11xx '+ 2xx? = 5xx %+ 12xx*+ 2xx? =
Exx%+ 2xx' +1xx?+ 2xx?=5xx%+ 2xx* +3xx* =325,

Lo laborioso de los procesos anteriores, podria espantar a cualquiera. Sin embargo lo
qgue pretendemos aqui es justificar cada paso, basados en la aritmética de los
coeficientes y exponentes de los polinomios involucrados, hasta llegar al resultado final.
En la medida en que nos familiaricemos con el tema, los procesos se van simplificando
a fin de llegar mas rapido a los resultados deseados. Lo anterior busca
fundamentalmente una motivacion para estudiar los polinomios como soporte de la
aritmética de los nimeros naturales. Sabiendo que los numeros naturales se pueden
representar en forma binaria, la justificacion de todos los procesos se va a simplificar,
por cuanto que, a cada numero estd asociado un polinomio binario de muy facil
representacion, como lo veremos en la proxima seccion.

1 - La Aritmética Binaria

Vamos asumir que sélo disponemos de tres simbolos basicos: 0 con la connotacion de
representar un lugar desocupado en el numeral y de representar ademas el cardinal del
conjunto vacio; 1, que simboliza la unidad, y la literal x que al final determinara la base
del sistema en que se va a representar cada numero (en nuestro caso la base es 2).
Definamos a partir de estos simbolos dos operaciones +y x, de acuerdo a las siguientes
tablas:



0 1 X 0 1
1 0 0
1| 1 | x 1 0 1

=+

(@)
(@)

Tablas de sumar y multiplicar basicas, a partir de las cuales se originan los polinomios asociados a los
nimeros naturales 0, 1, 2,...

Latablanosdiceque0+0=0x1=1x0=0x0=0;1x1=0+1=1+0=1,yque 1+
1 = x. Basados en esta tabla y en los simbolos que alli aparecen debemos extender
nuestro conjunto 0, 1, x, hasta convertirlo en un conjunto inductivo isomorfo a los
nameros naturales.

Conjuntos Inductivos.

Tomemos aqui la definicion de Bertrand Russell (1872-1970), para quien un conjunto
inductivo es un conjunto no vacio, parcialmente ordenado® en el cual, cada elemento
tiene un sucesor. El ejemplo mas trillado es el conjunto N de los nimeros naturales,
donde el primer elemento es 0 y los demas elementos se obtienen adicionando 1,
sucesivamente.

Para nuestro caso tomemos a 0 como el primer elemento de nuestro conjunto inductivo.
El segundo sera 0 + 1, que segun la tabla es 1, el siguiente es 1 + 1 = x. Continuando asi
encontramos (x + 1), (x +1)+1=x+ (1 +1)=x+x=(1+ 1)x = xxx. Este dltimo
elemento lo escribimos simplificadamente como, x*. Queremos enfatizar que x*es el
quinto elemento de la lista de nuestro conjunto inductivo. El siguiente es x*+ 1, luego
(x?+ 1) +1 =x%+ (1 + 1) =x*+x, y asi sucesivamente encontraremos el conjunto

B={0,1, x, x+1, x*, x>+ 1,x*+x, x*+x+1,x°, ...}

Los elementos de B los llamaremos aqui polinomios binarios (diferentes en general a
los que se estudian en otras areas de las matematicas). El conjunto B es inductivo
porgue por construccion cada elemento tiene su sucesor y es parcialmente ordenado ya
que la relacion = es transitivaen B y porque si,ay bestinen B con, a < b,y, b < a,
entonces, a = b.

Puesto que N es también un conjunto inductivo y comparte con B los elementos 0 y 1,
los conjuntos son isomorfos, en el sentido de que se puede establecer entre ellos una
correspondencia uno a uno y sobre y se preservan las operaciones de suma y producto.
Mas aun, si sustituimos a x por 2, B = IN. Esto quiere decir que B es otra forma de
representar los nimeros naturales. Usar B en lugar de IN nos va a permitir usar los
recursos que ofrece el algebra de polinomios para estudiar ciertas propiedades de los
nimeros naturales, entre ellas la divisibilidad y otras formas alternas de hacer
aritmética.

* Para una definicion de orden parcial, ver mis conferencias de Epistemologia de las mateméticas en:
http://www.matematicasyfilosofiaenelaula.info/Epistemologia%202009/L 0s%20N%C3%BAmeros%20N
aturales%20y%20el%20Concepto%20de%20Buena%200rdenacion.pdf .




2 — Propiedades que se desprenden de la definicion de B.

Aqui supondremos que estamos ya familiarizados con los axiomas bésicos de los
nimeros enteros, como son las propiedades asociativa y conmutativa para suma y
producto, que existen elementos neutros para suma y producto y que se cumple la
propiedad distributiva como puente entre las dos operaciones internas. Omitiremos
ademas el signo x cuando se da por entendido. También utilizaremos la notacion
exponencial para simplificar la escritura de los productos repetidos.

Teorema Fundamental. Paratodon>0, x"+x" =x""

Demostracion. x"+x" = (1) x" + (1) x" = (1 +1)x" = (x) x" =x"". Probemos usando
induccién completa que el enunciado vale para todo n>0.

Puesto que x°+ x° =1 + 1 = x = x*, la primera condicién para n = 0, se cumple.
Debemos probar que si el enunciado es valido para un k > 0, fijo, sera también valido
paran =k +1.

Asumamos que se cumple para n = k, es decir, x*+ x* = x***. Multiplicando a ambos
lados de la igualdad por x, tenemos: x(x* + x*) = x(x***), de lo que se sigue que: xx* +
xx* = x® P que es lo mismo que, x“+ x ¥ = x** Esta expresion Gltima es la
condicién cuando n = k + 1. Por lo tanto, ésta propiedad vale para todo n>0.

Este teorema es la espina dorsal de todo lo que sigue, por cuanto la aritmética de los
espectros que definiremos mas adelante se fundamentara en esta caracteristica de los
polinomios binarios.

Corolario 1. x"™'=x"+x" 4., +x*+x+ 1 +1.

Demostracion. Por la tabla que define la suma, sabemos que 1 + 1 = x. Asi que el
miembro de la derecha de la igualdad se ira reduciendo paulatinamente, primero con x +
x = x?, luego con x*+ x*= x?, hasta llegar a x"+ x" = x"", que es exactamente el
miembro de la izquierda. Por induccién matematica se prueba que esta proposicion vale
para todo n>0.

n—1+xn =Xn+1_ 1'

Corolario 2. 1+ x + x> +... + X
Demostracion. Basta con pasar el 1 final que esta sumando en la derecha a restar en el
miembro de la izquierda de la igualdad en el corolario 1. Esto muestra que en B la suma
de las potencias sucesivas de X, de 0 hasta n, se calcula facilmente tomando la potencia
n +1y restando 1.

n

Z(EJX”". En particular sin=2, (x + 1)* = @x“ (ZJX +

k=0 1

Corolario 3. (x + 1)"

_ n!
~ KI(n—k)!’

(;jxo = IX?42x + 1

corresponde a los coeficientes binomiales.

n
X?+xx+1=x"+x"+1=x+1. Aqui, (kj



Demostracion. La demostracion sigue el patrén de las pruebas por induccion
matematica y las propiedades de los coeficientes binomiales.

La representacion binaria de los nimeros naturales permite a simple vista decidir si un
numero es par o impar; segun que termine en cero o0 en uno respectivamente. Mas aun
podemos ver, si es divisible por 3, por 5, y con ciertos arreglos, determinar si el nimero
es divisible por un nimero primo determinado.

3 — Espectro de un nimero natural.

Previa a la invencién del computador, la forma simplificada de hacer calculos
cientificos fue el método de los logaritmos. Los logaritmos fueron uno, entre los
inventos de un personaje excentrico y excepcional, de nacionalidad escocesa Ilamado
John Napier (1550-1617). La motivacion de Napier para inventar los logaritmos pudo
estar en el proceso de llevar la multiplicacion, que es un proceso dispendioso, a un
proceso mas manejable como es la adicion de nimeros. Como tendremos la oportunidad
de ver, lo que es multiplicacion entre nimeros se convierte en suma de exponentes. Y
hacia alla apuntamos: convertir la multiplicacion en un proceso que pueda reducirse a
suma de potencias de 2, las que son faciles de calcular. Aunque el método de los
logaritmos desaparecio con el advenimiento del computador, buscamos a travées del
recurso de los exponentes (afines a los logaritmos) una metodologia nueva que permita
llevar al aula métodos racionales de aprendizaje de los algoritmos basicos de la
aritmética.

Al igual que los elementos quimicos pueden identificarse por su espectro de radiacion,
los nimeros naturales pueden también caracterizarse por un arreglo o disposicion de
ciertos nimeros que aqui llamaré el espectro del nimero y que definiremos mas
adelante. Cuando un numero esta representado por un polinomio binario, él puede
identificarse por los exponentes del polinomio en forma univoca. Veamos unos
ejemplos.

Ejemplo 1. El polinomio binario 1 + x*+ x°+ x°, esta asociado al nimero 105 que tiene
representacion binaria 1101001. Las posiciones del digito 1 en el numeral, determina la
potencia de x que esta presente en el polinomio binario. El uno a la derecha en el
numeral 1101001, indica que la potencia x° esta presente; el 1 en el lugar cuarto de
derecha a izquierda indica la aparicion de la potencia x*.También los 1’s que ocupan
las posiciones sexta y séptima garantizan la aparicion de las potencias x°> y x°. Esto
significa que al explicitar los exponentes, las potencias quedan determinadas.
Concretamente, el arreglo <0,3,5,6> indica que el polinomio binario asociado, tiene
exactamente las potencias x°, x®, x° y x°, las deméas potencias son nulas y aparecen en
el numeral como ceros. Esto permite identificar a un nimero con los exponentes de su
polinomio binario. Asi el numero 105, en base decimal, se puede identificar por el
arreglo <0,3,5,6>, asociado a los exponentes de su expansion binaria. Este arreglo de
exponentes lo llamaré aqui, el espectro del namero 105.

Ejemplo 2. A la inversa del ejemplo anterior, podemos asociar a cada arreglo de enteros
no negativos un nimero natural. Si damos el arreglo <1,4,7> estamos pensando en el



polinomio x'+ x*+ x’,0 lo que es lo mismo, el nimero binario 10010010, que
corresponde al nimero 2 + 16 + 128 = 146 en representacion decimal, y por lo tanto el
espectro de 146 es <1,4,7>.

Ejemplo 3. Si el espectro de un nimero n corresponde a la sucesion, 0,1,2,...,k-1, k; el
namero en forma digital es 11...111, con k +1 digitos, todos iguales a 1, su forma
decimal sera la expansion

P E LI U SRS LIPS e e

i=0

Lo anterior es consecuencia del corolario 2. Cuando k = 5, n = 111111 =
2°4+20 4224224241 =2°-1=64-1=63.

Definicion. Si un nimero natural n esta asociado al polinomio binario dado por

a(x) = iznanix”i ,

i=n
su espectro s se define por s = Sp(Zan_ix“‘I ) = <n,,n,..,n. > donde los n, 0<i<Kk,
i=0
son los exponentes para los cuales los coeficientes a

n, dada arriba.

no son nulos en la expansion de

n—i?

Ejemplo 4. Hallar el espectro de 165.

Para encontrar el espectro, el primer paso es hallar el polinomio binario del ndamero.
Esto se logra buscando las potencias sucesivas de dos que pueden estar incluidas en

165. La mayor es 128, luego 32, luego 4 y finalmente 2°, que es 1. En este caso

ax)= > a, X" =x7+ x5+ x2+x° =128+ 32+ 4+ 1= 165, parax = 2.

i=0

El espectro es entonces el arreglo de los exponentes que aparecen en el polinomio
binario, esto es Sp(165) = <7,5,2,0>. Observe la aparicion del numero cero
representando al nimero 1 en el polinomio binario, por cuanto que x° = 1. El problema
de hallar el espectro de un numero se reduce a hallar el polinomio binario asociado a él,
y tomar los exponentes en cualquier orden.

Por ser polinomios binarios los involucrados en la definicion del espectro, el orden en
que los exponentes aparecen, no hace ninguna diferencia, como no la hace el orden en
gue aparezcan los sumandos del polinomio. En el ejemplo 4, s = <7,5,2,0> = <0,2,5,7>
= <7,2,0,5> = <5,7,0,2>, etc. Ademas, por el teorema fundamental visto al principio,

una potencia cualquiera como x", puede reemplazarse por x" ™+ x" 'y viceversa.



Por lo dicho arriba s = <7,5,2,0> = <6,6,5,2,0> = <7,4,4,2,0> = <7,5,1,1,0>, etc., donde
en lugar de 7, tomamos 6,6, en lugar de 5 hemos escogido 4,4, etc. De aqui se sigue que
el espectro de un nimero puede darse en muchas formas y en él es posible definir una
aritmética binaria, donde lo que es suma en los polinomios, en el espectro es suma de
valores iguales con la regla de los exponentes justamente mencionada. Miremos unos
ejemplos.

Definicion. Si s = Sp(n) = <ng,...,n;,>, y, t = Sp(m) = <my,...,m; >, la suma de los
espectros es:

s+t=<n;,..,n,m,....m;>,

es decir la suma de los espectros de m, y, n es la yuxtaposicion de los espectros
respectivos. Usando el teorema fundamental este espectro se puede reducir a su mas
simple expresion y esa es la suma de los espectros.

Ejemplo 5. Adicionar 165 y 63, sabiendo que sus espectros estdn dados por: s =
<0,2,5,7>,y,t=<0,1,2,3,4,5> respectivamente.

Recordemos que estos espectros provienen de los polinomios: x '+ x°+ x*+ x°,y, x° +
x*+ x%+ x%+ x' + x°, asociados a los nimeros 165 y 63. El polinomio suma tiene
como espectro la yuxtaposicion de los respectivos exponentes que al reducirlos a su
minima expresion dan el espectro de este polinomio, asociado a la suma de los niUmeros
165 y 63. Simbdlicamente esto se expresa:

s+t =<0257>+ <0,1,2,3,45> = <0,2,5,7,0,1,2,3,4,5> = <0,0,1,2,2,3,4,5,5,7> =
<1,1,33,4,6,7> = <2,446,7> = <25,6,7>. Observe que en la aritmética de los
espectros: 0+0=1;1+1=2;2+2=3,...,k+k =k + 1.

Se sigue entonces que: s + t = <0,2,5,7> + <0,1,2,3,4,5> = <25,6,7>. Este Gltimo
espectro esta asociado a

X'+ x5+ x5+ x2,

Polinomio éste, que corresponde al nimero 128 + 64 + 32 + 4 = 228, que en efecto es la
suma de 165 y 63. En la suma de los espectros usamos coloracion para acentuar los
sumandos y su suma, respectivamente.

Una consecuencia de lo dicho hasta aqui es que podemos calcular la suma de dos
nimeros m y n sumando (modulo sus polinomios binarios) los respectivos espectros y
volviendo al polinomio binario de la suma. Simbdlicamente, si denotamos por Sp el
proceso de hallar el espectro de un nimero a traves de los polinomios binarios B, lo que
podemos afirmar es que:

Sp(m) + Sp(n) = Sp(m + n)
BT BT Bl
m n m-+n
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Asi que al tener el espectro de (m + n) podemos encontrar el polinomio binario asociado
a €l, que al final va a corresponder a la suma de los nimeros dados.

Ejemplo 6. Si los numeros m y n, ya estan dados en forma binaria, el proceso de sumar
se hace mas facil. Por ejemplo, si m = 1000111 y n = 1110111, Sp(m) + Sp(n) =
<0,1,2,6> + <0,1,2,45,6> = <§12,601.245,6> = <I,284,5,7> = Sp(m + n). De
donde se sigue que m + n = x’ + x> + x*+ x®+ x*+ x = 10111110. Vistos estos
nimeros en forma decimal, el proceso daria: m=71,n=119ym+n= x’ +x° +x*+
X3+ x%+x =190.

Reducir un espectro a su mas simple expresion es algo entretenido, es como si se tratara
de las fichas de un dominé que caen secuencialmente una tras otra, como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Sumar los nimeros binarios, m = 1010010, y, n =101111.

Los respectivos espectros se leen directamente de la expresion binaria: Sp(1010010) =
<1,4,6>,y Sp(101111) =<0,1,2,3,5>. Por lo tanto,

Sp(m + n) = <1,4,6,0,1,2,3,5>.

Reducir este espectro a su minima expresion es juego de nifios. La suma (modulo
polinomio binario) en el espectro da: 1+1 = 2, 2+2 =3, 3+3 =4, 4+4=5,5+5=6,y,6 +
6 =7. El espectro de la suma es entonces <7,0>, y la suma de los dos numeros es
10000001. Traducido esto a sistema decimal da: m = 1010010 =82, y, n = 101111 =47

y la suma de los dos es: x " +1 =128 + 1 =129.

Cuando nos situamos en los nimeros naturales, el espectro esta conformado por los
exponentes en su representacion polindmica de base 2, lo que significa que en el
espectro sélo aparecen los exponentes asociados a las potencias no nulas que figuran en
esa representacion. Si se toma la representacion binaria de un numero el cual tiene sus
ultimos digitos iguales a cero, su espectro no mostrard esos digitos pero estaran
sobrentendidos en la magnitud del primer digito no nulo de derecha a izquierda. Por
ejemplo, si n = 1010000, su espectro es <6,4>, lo que significa que el nimero termina
en 4 ceros. En lenguaje decimal: n=80=x°+ x* =2°%+2“, dicho en otras palabras, el
espectro de 80 es <6,4> 0 <4,6>.

La sustraccion no puede definirse dentro de los espectros pues la aparicién de signos
negativos en el polinomio, primero, no se refleja en el exponente y segundo la
sustraccion no es una operacion cerrada en los naturales, es decir que la sustraccién no
siempre es posible. Sin embargo, si el minuendo es mayor que el sustraendo, aun
podemos recurrir a los espectros para facilitar el calculo de la diferencia. Veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.
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Hallemos la diferencia entre 148 y 39 usando sus respectivos espectros, <7,4,2> y
<5,2,1,0>. Primero resolvamos el problema usando los polinomios binarios asociados a
los dos numeros.

148 — 39 = x'+ x*+ x*= (x°+ x*+ x + 1). Por el teorema fundamental visto al
comienzo, el polinomio minuendo se puede transformar de modo que las potencias del
minuendo se anulen en la sustraccion.

Enefecto, x "+ x*+ x*=x%+ x>+ x>+ x*+ x>+ x?+ x + 1 + 1, lo que se puede verificar
usando las propiedades de los polinomios binarios. Por lo tanto,

148 =39 = x "+ X+ X = (X°+ X2+ x+ 1) = x*+ X+ xX°+ X+ X+ X2+ x+1+1-
CHXTH+X+D) =X+ (X°=x®) +x°+ X3+ (X2 = X2)+ X2+ (X=-X)+ (1-1)+1=x°+
X°+x°+x?+1=64+32+8+4+1=109.

Traducido lo anterior a lenguaje de espectros es (salvo lo intraducible):

148 - 39 = <7,4,2> - <52,1,0> = <6,5,5,3,2,2,1,0,0> — <5,2,1,0> = x°+ (x*— x°) + x°+
X2+ (XP= X)) +x+(x-xX)+(1-1)+1=x"+ x>+ x*+x?+1=<653,2,0>=64 +
32+8+4 +1=109.

Como se vio en el ejemplo, la sustraccion no se puede hacer en los espectros
directamente, pero en los polinomios binarios si, por lo cual concluimos que el paso
crucial de la sustraccion se puede hacer en los polinomios y luego seguir en el espectro.

4 — La multiplicacion vista en el espectro de los factores.

Si la suma de nimeros naturales se ve en el espectro, como suma de potencias iguales,
el producto de dos numeros m y n, también se puede ver como suma de exponentes en
el espectro segun las siguientes normas: 1) se suma cada elemento del espectro de m con
cada elemento del espectro de n; 2) se reduce el espectro resultante a su minima
expresion como lo haciamos para la suma.

Definicion. Si s = Sp(n) = <n,,...,n;,>, y, t = Sp(m) = <m,...,m; >, el producto de los
espectros es:

S®t=<Ng,...,N><My,...,M;>=<Ng+Mg .., Mg+ M., N +My .., N +m,; >,

joreees Tl

Ejemplo 9. Multiplicar m = 1010010 y n = 100001.

Lo primero que debemos hacer es hallar los espectros asociados a m, y, n. Como los
numeros ya aparecen en binario, sus espectros se leen directamente: Sp(m) = <1,4,6>,
y, Sp(n) = <0,5>. Vamos a denotar la multiplicacion de los espectros como
<1,4,6><0,5> y la definimos segun los pasos 1) y 2) dados arriba:
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<0,5><1,4,6>= <0+1,0+4,0+6,5+1,5+4,5+6> = <1,4,6,6,9,11> = <1,4,6+6,9,11> =
<1,4,7,9,11>. Este espectro esta asociado al nimero binario 101010010010. Lo que significaria
que:

1010010 x 100001 =101010010010.

Visto el anterior proceso en representacion decimal da:
m =1010010 =x°+x*+x'=64 + 16 +2=82, y, n=100001 =x°+x° =32 +1=33.
El producto es entonces:

82 x33 =101010010010 = X+ x%+ x "+ x* +x=2"+2°+ 27+ 2% +2=2048 + 512 +
128 + 16 + 2 = 27086.

La razon de ser del método descrito para multiplicar, radica en la multiplicacion de
polinomios, para la cual multiplicamos cada sumando del primer factor por cada
sumando en el segundo factor y luego reducimos términos semejantes.

Ejemplo 10. Multiplicar 34 por 19 usando los polinomios binarios asociados a estos
numeros.

Los polinomios asociados a 34 y 19 son respectivamente, 34 =32 + 2 =x°+x, 19 = 16
+2+1=x"+x+ 1. El producto de estos polinomios es:

X)X Fx+1) = (x°)(x?) + (X°)(x) + (x°)(D) + ()(x*) + ()(x) + (X))
() + (X°) + )+ (X°)] +(x*)+ ()= (x°) +[(x°) + (X +(x*) +(x) = x°
X'+ x*+ x=2°+2"+ 2%+ 2=512+128 + 4 + 2 = 646.

+

Este mismo producto, usando los espectros es <1,5><0,1,4> = <1,2,5,5,6,9>
<1,2,7,9> que corresponde al polinomio, x° + x"+ x® + x = 646, cuando, x = 2. Con
esto verificamos el arribo al mismo resultado por los dos caminos, aunque el trabajo en
los espectros es mas expedito que en los polinomios binarios.

5 — El Espectro de los Numeros Primos y la Factorizacion

Los nameros primos son el eje central de la teoria de nimeros y se constituyen en
elementos basicos para representar los nimeros naturales. Euclides en es siglo 111 A. C.
mostré en forma maravillosa que los nimeros primos son infinitos y que todo niumero
natural no primo se puede expresar como producto de primos en una sola forma, salvo
el orden de los factores.

Vamos a mostrar aqui varios ejemplos donde, conociendo el espectro de un ndmero
dado podemos, a través de la aritmética hasta aqui desarrollada, encontrar sus factores
primos. Antes de presentar estos ejemplos vamos a mirar la siguiente tabla de los
primeros ndmeros primos menores que cien, con su representacion polinémica y sus
respectivos espectros. Se observa que a excepcién de 2 todos los otros primos tienen a
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cero en su espectro. La razon estriba en que todo primo mayor que dos es impar y asi su
polinomio tiene a 1 como término independiente lo que fuerza la aparicion del 0 en el
espectro.

No. | Primo Polinomio Binario Espectro
1 2 X <1>

2 3 1+x <0,1>

3 5 1+x° <0,2>

4 7 | 1+x+x2 <0,1,2>
5 11 1+x +x° <0,1,3>
6 13 1+x2+x°3 <0,2,3>
7 17 1+x* <0,4>

8 19 | 14+x+x* <0,1,4>
9 23 1+x+x%+x* <0,1,2,4>
10 29 1+ x2+x3+x* <0,2,3,4>
11 31 1+ Xx+x2+x3+x* <0,1,2,3,4>
12 37 1+x%2+x° <0,2,5>
13 41 1+ x3+x° <0,3,5>
14 43 |1+ x+x3+x° <0,1,3,5>
15 A7 |1+ x+x2+x°+x° <0,1,2,3,5>
16 53 |1+x%+ x'+x° <0,2,4,5>
17 59 14+Xx+x3+x4+x° <0,1,3,4,5>
18 61 14+x%2+ X3+ x4+ x° <0,2,3,4,5>
19 67 1+x+ x°® <0,1,6>
20 71 1+x+x2+x8 <0,1,2,6>
21 73 1+ x3+ x® <0,3,6>
22 79 1+X+x2+x3+x°8 <0,1,2,3,6>
23 83 1+ X+ x*+x8 <0,1,4,6>
24 89 1+ x3+ x*+ x°© <0,3,4,6>
25 97 14+ x°+ %8 <0,5,6>

Tabla de los primeros nimeros primos y sus respectivos espectros.

Deciamos antes que el espectro no cambia si los nimeros que aparecen en él, se
reemplazan por dos 0 mas cuya suma reproduzca el mismo numero, segun la aritmética
de los exponentes. Digamos, podemos reemplazar a 5 por 4,4, porque x*+ x*=x"en la
aritmética binaria, o por, 4,3,2,2, porque, x*+ x>+ x?+ x? = x> y asi sucesivamente.

Notacion. Usaremos dentro del simbolo de espectro “<>” el mismo simbolo para
denotar la aparicion de un espectro reconocido de un primo y para facilitar la escritura
de factores comunes dentro del espectro. Esto permitird observar a simple vista si un
primo aparece como factor en un espectro determinado.
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Ejemplo 11. Consideremos el espectro <2,4> correspondiente al nimero 20 y al
polinomio binario, x*+ x*. La notacién 2<0,2> = <2><0,2> significa que el 2 exterior
al simbolo <> se toma como sumando comun a los nimeros 0,2 que aparecen en el
interior. Mas precisamente 2<0,2> = <0+2,2+2> = <2,4>. En general,

k<ng, Ny, N> =<k+ng, k+n,,.. k+n; >

De aqui en adelante identificaremos a los nimeros con sus respectivos espectros. Asi
diremos que,

20 = <2,4> = <2<0,2>> = <2><0,2> = (x2)(1 + x?) = 4x5.

Esta forma de transformar el espectro nos va permitir encontrar los factores primos de
un namero dado. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 12. Verificar que el nimero binario 11011 es divisible por 3.

El nimero 11011 tiene por espectro a <0,1,3,4> que proviene del polinomio 1 + x + x>+
x*. Transformemos este espectro para aislar los factores primos que aparezcan en él.

<0,1,34> = <0<0,1>3<0,1>> = <0,1><0,3> = <0,1><0,1,12> =
<0,1><0<0,1>,1<0,1>> = <0,1><0,1><0,1> =<0,1>°* = (1 + x)*°= 1+ x + x°*+ x* =3°
= 27. Se concluye que 11011 es divisible por 3 =1 + x.

Ejemplo 13. Descomponer 210 en factores primos usando su respectivo espectro.

210 =128 + 64 + 16 + 2 = x + X"+ x°+ x' = <1,4,6,7>. Usando las transformaciones
elementales discutidas arriba, encontramos que:

210 = <1,4,6,7> = <1,2,2,3,6,7> = <1<0,1>,2<0,1>,6<0,1>> = <0,1><1,2,6>
<0,1><1,2,3,34,5> = <0,1><1<0,1,2>,3<0,1,2>> = <0,1><0,1,2><1,3>
<0,1><0,1,2><1<0,2>> = <1><0,1><0,2><0,1,2>= (X)(1 + X)( 1 + x*)(1 + x + x?)
2x3x5x7.

Se concluye que, 210 = 2x3x5x7.

Ejemplo® 14. Verificar la primalidad de 98363. De no ser primo hallar sus factores
primos y encontrar el primo mas cercano a él.

98363 = 1 + x + x’+ x' + x’+ x®+ x® = <013451516> =
<0,1,3,4,5,6,6,7,8,9,10, 1 8.13,14 [18,15>.

® Tomado de: https://www.maa.org/FoundMath/11week17.html
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Al mirar ese espectro uno se da cuenta que no es divisible por 3 (la suma de sus cifras
no es maltiplo de 3), y por cuanto que, la secuencia <0,1>, <1,2>, ..., <14,15> implica
division por 3, pero el espectro adicional <15> = x**= 2", no tiene como factor a 3.
Tampoco es divisible por 5, pues el nUmero no termina ni en cero ni en cinco. No es
divisible por 7 porque la secuencia 0,1,2 no se logra a partir del espectro dado; el mismo
argumento vale para las secuencias 0,1,3; 0,2,3; 0,4 en el espectro, asociadas a los
numeros 11,13 y 17 respectivamente.

Habria que intentar con 19 = <0,1,4>. Por los colores de la acentuacion arriba se
vislumbra una posibilidad que 19 sea un divisor. Miremos el espectro formado por los
numeros que quedaron sin colorear:

<3,8,13,14,15> = <3,445,6,7,8,8,910 [l 12/ ¥, 15> = <3,4,7458, 8,9, 12, [i§, i, @,
6,15,> = <3,4,7,4,5,8,8,9,12,10,11,14 8,4,7,8.9,80,11,10,10,11,13,14>
<3,4,7,4,5,8,8,9,12,10,11,148.118,7,8,11,9,10,13,10,11,14>
<3<0,1,4>,4<0,1,4>,8<0,1,4>,10<0,1,4>,6<0,1,4>,7<0,1,4>,9<0,1,4>,10<0,1,4>>
<0,1,4><3,4,8,10,6,7,9,10> = <0,1,4><3,4,6,7,8,9,10, 10> = <0,1,4><3,4,6,7,8,9,11>.

Reemplazando

<0,1,3,4,5,15,16> = <0,1,3,4586,6,7,8,9,10 88, 13,148 15> = <0,1,45696.7,
10,04 2 18 .3,8,13,14,15> = <0,1,4,5,6,9,6,7,10,04 88 8, <0,1,4><3,4,6,7,8,9,11>.> =
<0<0,1,4>5<0,1,4>,6<0,1,4>,11<0,1,4>,<0,1,4><3,4,6,7,8,9,11>> =
<0<0,1,4>,5<0,1,4>,6<0,1,4>,11<0,1,4> <0,1,4><3,4,6,7,8,9,11>>
<0,1,4><0,5,6,11,3,4,6,7,8,9,11> = <0,1,4><0,3,4,5,10,12> = (L + x + x*)(1 + x* + x* +
x° +x"+x") =19x5177 = 98363.

De otra parte

5177 = <0,3,4,5,10,12> = <0,1,1,2,3,3,4,4,5,5,6,1,8.8,10,80 88> = <0,1,2,3,4,1,2,3,45,
2,3,4,5,6,5,6,7,8,9, > = <0<0,1,2,3,4>,1<0,1,2,3,4>, 2<0,1,2,3,4>,
5<0,1,2,3,4>, >=<0,1,2,3,4><0,1,257>= (1 + x + x>+ x>+ x" )1 + x +
X2+ x°+x") =31x167.

Por lo tanto, 98363 = 19 x31x167.

El primo mas cercano a este nimero lo hallariamos siguiendo el proceso descrito en la
primera parte de este ejemplo, pero como no es el proposito repetir lo mismo, podemos
recurrir a la Web® para hallar que el primo mas cercano es 98369.

Ejemplo 15.

Verificar que 2% +1 es divisible por 641. Este es el primer nimero no primo de los que

Pierre de Fermat (1601-1665)" sostuvo que eran todos primos. Los llamados primos de
Fermat tienen la forma

® http://primes.utm.edu/curios/home.php.
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F(n) = 2% +1

Y son primos para n =0, 1, 2, 3, 4. Leonhard Euler (1707-1783) mostré que F(5) =
4294967297 = 641x6700417. Factorizar este nimero es un verdadero reto para los
jévenes por cuanto que hay que chequear su primalidad con nimeros primos bastante
grandes entre estos 641 = <0,7,9>.

- . k
Los espectros de los nimeros de Fermat son del tipo <0, 2> >. Para el caso que nos
compete tenemos que,

F(5) = <0,32> -

<0,7,7,8,9.00 8 13,14/15,16,17 1%,17, 18 18 18 . 20 Bl 21,22 22,24 28 26 21,28

,29,30,81> =

<0,7,9,7,14,16,8,15,17 10} N 120021 13,20,22,17,24,26 [18125)2% 21,28,30

22,29,31>

<0<0,7,9>,7<0,7,9>,8<0,7,9>,10<0,7,9>,11<0,7,9>,12<0,7,9>,13<0,7,9>,17<0,7,9>,18
<0,7,9>,21<0,7,9>,22<0,7,9>> =<0,7,9 ><0,7,8,10,11,12,13,17,18,21,22> = (1 + x' +
XA+ x7 + x%+ X+ xME xP+ xBE x4+ xB+ x4 x®P) = 641x6700417. Esto
muestra que F(5) es compuesto.

6 — El algoritmo de la Division visto en el Espectro.
El algoritmo de la division aplicado a dos nimeros, D y d esté involucrado en el proceso

de hallar el cociente c, y el residuo, r, de la division de los nimeros dados. Esto se
expresa a través de la igualdad

2:c+L,c'>, D=cd+r
d d

Donde 0 < r < d. Aqui los enteros D y d se denominan Dividendo y Divisor
respectivamente.
Ejemplo 16. Usemos el espectro de 265 para hallar el cociente y el residuo de la division

por 17.

Aqui,D=265=256+8+1=1+x+x%=<0,3,8>.
d=17=1+x"=<0,4>.

’ Para complementar un poco la vida y obra de Fermat mi articulo, Resefia histérica de algunos
Problemas en Teoria de Ndmeros disponible en:
http://www.matematicasyfilosofiaenelaula.info/historiam.htm
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Lo normal para verificar la divisibilidad es trabajar el espectro de tal forma que el
espectro de 265 contenga en él, el espectro de 17.

<0,3,8> = <0,3,4,4,5,6,7> = <0,4,3,7,4,5,6> = <04,3,7,1,1,2,3,5,6> = <0,4,3,7,1,5,2,
6,1,3>=<0,4,15,2,6,3,7,1,3> = <0<0,4>,1<0,4>,2<0,4>,3<0,4>,1,3> = <0,4><0,1,2,3>
+<1,3>.

Dentro del espectro de la parte resaltada se puede observar el cociente ¢ = <0,1,2,3> =
1+ x+x*+x*=15Yy en la parte final del espectro aparece el residuo <1,3> = x + x°=
10. El proceso desarrollado se comprueba en la igualdad: 265 = 15x 17 +10.

Cuando el residuo es cero decimos que la division es exacta, o que el divisor d divide
exactamente a D o también que d es un factor de D. Con los espectros de los nimeros
naturales, como se ha visto, es posible trabajar la division sin mayores dificultades.

Es de resaltar que la aritmética que hemos descrito en este articulo nada tiene que ver
con célculos algoritmicos tradicionales ni con el uso de calculadora, salvo para verificar,
si se quiere, la exactitud de los resultados. En la parte operativa se hace necesario sumar
potencias de dos, pero la suma de estas potencias es mas facil memorizar que las tablas
de multiplicar, por ejemplo.

Ejemplo 17. Factorizar 2" —1.

Este es un ejemplo de los llamados nimeros de Mersenne, M, = 2" -1, y el primero
para el cual siendo n primo, M, es compuesto. Estos nimeros se originaron con Marin

Mersenne (1588-1648). La caceria de nimeros primos de Mersenne se ha extendido a
nivel global dando como resultado el hallazgo de los mayores primos conocidos hasta la
fecha. El chequeo de primalidad usando 2,3,5,7,11,13,17 y 19 muestra que M, no es

divisible entre ninguno de esos primos, sin embargo para 23 = <0,1,2,4>, encontramos,

44556,67,78,8
M, = 2" -1 = 2047 = <0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10> = <0,1,2,4,3,4,5,7,4,5,6,8,6,7,8,10> =
<0<0,1,2,4>,3<0,1,2,4>,4<0,1,2,4>,6<0,1,2,4>> = <0,1,2,4><0,3,4,6> =
(X' + x>+ x+D(x® + x*+ x*+ 1) = 23x89.

La parte del espectro sefialada como 5,6,7,8,9, se ha reemplazado por 4,4 5,5 6,6 7,7
8,8, usando la propiedad de que <n>=<n-1,n -1>.

Ejemplo 18. Chequear la primalidad de 5183.

La primalidad de un namero es la condicion de ser: ¢ primo 6 compuesto. Podemos
utilizar lo ya visto para descubrir algun patron en el espectro del nimero que sugiera la
aparicion de factores primos. La estrategia a seguir es descomponer el espectro de tal
modo que aparezcan sucesivamente la totalidad de los nimeros entre 0 y 12, y alli
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observar si aparece a simple vista una sucesién de numeros con un patron especial.
Usaremos resaltador para destacar la aparicion de multiplos de <0,3,6>.

No siempre es facil detectar el patron o molde que se repite y que se busca. En este caso
coN un poco de ensayo y error uno encuentra que:

5183 = X “+ X '+ X + x '+ X+ x4+ x+1=<0,1,2,34.510,12> =
<01,2,345687888>=<03614/7 25/8 888> -
<0<0,3,6>,1<0,3,6>,2<0,3,6>,6<0,3,6>> = <0,3,6><0,1,2,6> = (1+ x*+ x°)(1+ x +

x°+ x8)=73x7L.

Esto muestra que 5183 es compuesto y que es ademas el producto de dos primos
gemelos, 71y 73. Los primos gemelos son pares de primos que difieren en 2. Méas
ejemplos de este tipo puede verse en mi pagina Web.?

Aunque en la practica el método expuesto trabaja manualmente para ndmeros
relativamente pequefios, también es cierto que de implementarse en el computador su
alcance se hace tan amplio como la capacidad de la maquina permita.

7 — Potenciacion.

Si un nimero n se multiplica por si mismo un nimero k de veces decimos que n esta
elevado a la k — ésima potencia y lo notamos n*. Visto desde el espectro, este proceso

aparece como una multiplicacion repetida del mismo factor, como se puede observar en
los siguientes ejemplos,

Ejemplo 19.

Calcular el cuadrado de 33 usando su espectro y extraer la raiz cuadrada del resultado
encontrado.

El espectrode 33=32+1=2° +1° es <0,5> y por lo tanto

33% = <0,5>%=<0,5><0,5> = <0+0,0+5,5+0,5+5> = <0,5,5,10> = <0,6,10> = 2% +2°
+1°%=1024 +64 +1 =1089. A la inversa,

1089 = <0,6,10> = <0,5,5,10> = <0<0,5>,5<0,5>> = <0,5><0,5> = <0,5> * . Se sigue que

<0,6,10> = <0,5>2

Usando la simbologia para la extraccion de raiz positiva usual, concluimos que:

8 .
Ver:
http://www.matematicasyfilosofiaenelaula.info/conferencias/LaEducacionMatecomodelasMatematicasAp

licadas.pdf
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<0,6,10>"2 = <055

Que traducido al sistema decimal y a la aritmética corriente es:

~1089 =33.

Ejemplo 20.
Elevar al cuadrado el nimero <3,5> haciendo el paralelo con el cuadrado de x* + x°

Usemos la siguiente tabla en donde se muestra la equivalencia en el nivel de los
polinomios y en el nivel de los espectros, recordando que x = 2.

40° <3,5>? <3+3,1+3+5,5+5> <6,9,10> 1600
B8+32)°% (X +x°)? X3+ xx3x%+ x°x° X%+ x%+ x1 1600

La aparicion del nimero 1 en el segundo término del espectro se debe al doble producto
del primero por el segundo del que nos habla el famoso binomio de Newton. Observe
ademas que los cuadrados de x* y x°aparecen en el espectro como 343, y, 5+5. En
general si n = <a,b>, tendremos

<a,b>? = <ata,l+a+h,b+b>)

Los métodos expuestos a lo largo de este articulo, esperamos poder extender, a los
nimeros racionales usando exponentes negativos y toda una nueva baraja de
posibilidades se abrira para aplicar el algebra al estudio de la aritmética elemental.

Armenia, Colombia, Mayo de 2011.



